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VOORWOORD

Naar aanleiding ven een in augustus 1973 door het Mathematisch Cen-
trum georganiseerde cursus over asymptotische methoden in de statistiek is,
als leidraad voor de deelnemers, deze syllabus geschreven. Bij de samen- 7
stelling is getracht een op zichzelf staande inleiding te geven tot de
asymptotische toetsingstheorie in het algemeen en tot de voor de praktijk
belangrijke asymptotische theorie van rangtoetsen in het bijzonder.

Het karakter van deze syllabus is in belangrijke mate bepaald door de
aard van de cursus waarvoor hij werd geschreven. In de tekst worden slechts
algemeen bekende resultaten gepresenteerd zonder dat naar volledigheid is
gestreefd. Het was veeleer de bedoeling van deze cursus om in kort bestek
een uiteenzetting te geven van de grondbeginselen van de theorie die bij
practische toepassingen een grote rol spelen. Met het oog op verdere stu-
die is aan ieder hoofdstuk een paragraaf met bronvermeldingen toegevoegd.
Ock is een serie uitgewerkte vraagstukken opgenomen.

Hoewel de inhoud van de syllabus een afgerond geheel vormt, wordt van
de lezer vertrouwdheid verwacht met toepassing van wiskundige technieken.
Enige kennis van maattheorie en waarschijnlijkheidsrekening is onontbeer-
lijk. Gezien het theoretisch karakter van deze cursus is enig inzicht in

de statistiek en in het bijzonder in de toetsingstheorie wenselijk.

Amsterdam, 1976 R. Helmers,
J. Oosterhoff,
F.H. Ruymgaart,
M.C.A. van Zuylen.






INLEIDING

In de praktijk is de statisticus herhaaldelijk genoodzaakt een be-
roep te doen op asymptotische methoden, aangezien exacte procedures onuit-
voerbaar of zelfs onbekend blijken te zijn. In de verdelingsvrije statis-
tiek vindt men bij uitstek voorbeelden van deze situatie. Wij zullen ons
hier tot de asymptotische toetsingstheorie beperken. Deze behelst onder
meer de constructie van asymptotisch meest onderscheidende toetsingspro-
cedures, de bepaling van de asymptotische kansverdeling van de toetsings-—
grootheden en het vergelijken van twee procedures door middel van hun
asymptotische relatieve doeltreffendheid. Het blijkt nu dat vele verde-
lingsvrije toetsen die ingang vonden op grond van eenvoud van -interpreta-
tie en berekeningswijze, bovendien asymptotisch goede eigenschappen be-
zitten.

Tot de specifieke problemen van de asymptotische toetsingstheorie be-
hoort het definieren van een zinvol optimaliteitscriterium. Omdat bij vas-
te nulhypothese, vast alternatief en onbegrensd toenemende steekproefom-
vang een rij toetsen, ook al is deze geenszins optimaal, dikwijls wel con-
sistent is, levert de limiet van het onderscheidingsvermogen in deze si-
tuatie geen zinvolle maatstaf op. Laten we daarom de eigenschappen van de
rij toetsen onderzoeken voor alternatieven "in de buurt van" de nulhy-
pothese. Daartoe kiezen we voor iedere steekproefomvang één kansmaat uit de
nulhypothese en &é&n uit het alternatief en wel z6 dat deze kansmaten, bij

toenemende steekproefomvang, in zekere zin tot elkaar naderen. In het alge-
meen zal de limiet van het onderscheidingsvermogen van de toetsen in de

rij nu een getal kleiner dan 1 zijn. Deze limiet zal doorgaans voor ver-
schillende rijen toetsen verschillend zijn, zodat in de waarde van de 1li-
miet de kwaliteit van de rij toetsen tot uitdrukking komt.

Laten wij thans tot een iets nauwkeuriger formulering overgaan. Stel
dat voor ieder N = 1,2,... een steekproef van de omvang N gegeven is, waar-
van de steekproefelementen alle een meetbare ruimte (X,A) als uitkomsten-
ruimte hebben. De uitkomstenruimte van de N-de steekproef is dus (XN,AN).
Zij nu PN een kansverdeling op (XN,AN) uit de nulhypothese, QN een kans-
verdeling op (XN,AN) uit het alternatief en uy een o-eindige maat, die

i .V 1= + . Noteer de dichtheid van P )
PN en QN domineert (b.v by PN QN) ote N(QN



t.0.v. . met pN(qN). De voorwaarde dat de kansmaten op een geschikte ma-
nier tot elkaar naderen wordt formeel weergegeven door de eis dat de rijen
{PN} en {QN} naburig zijn t.o.v. elkaar, d.w.z. door de eis dat

(voor Ay € AN) de equivalentie

(0.1) | [ﬁif P (AL) = 0] e [g: Q(Ay) = 0]

geldt.
In hoofdstuk 1 geven we een algemene inleiding tot het begrip naburig-

heid, dat in de asymptotische statistiek een wezenlijke rol speelt. In het

Vbijzonder geven we criteria voor de geldigheid van (0.1) in termen van de

logarithme log LN van het aannemelijkheidsquotient LN’ gedefinieerd als

QN(X) / PN(X) als pN(x) > 0,
(0.2) Ly(x) =
© als pN(x) = 0.

De grondbeginselen van de asymptotische toetsingstheorie zetten we in
hoofdstuk 2 uiteen. We beschouwen daar de situatie dat voor iedere N de
enkelvoudige nulhypothese PN tegen het enkelvoudige alternatief‘QN ge—~
toetst wordt. Op grond van het lemma van Neyman-Pearson bestaat er voor
iedere N een meest onderscheidende toets ¢;. Aangezien dit lemma in het
vervolg een wezenlijke rol speelt zullen wij het volledigheidshalve hier

vermelden.

LEMMA van NEYMAN-PEARSON: Z7ij o een vast getal zodat 0 < a < 1. Voor het
toetsen van de enkelvoudige nulhypothese Py tegen het enkelvoudige alter—

natief Q> met onbetrowwbaarheidsdrempel o, is de toets

1 als LN(x) >k,
(0.3) oy(x) i= y als Ly(x) = k,
0 als LN(x) < k,

waarin men k(0sks<w) en y(0<y<1) 28 moet (en kan) bepalen dat



(0.4) B ({Lk}) + yB ({L =k}) = a,
meest onderscheidend.

In hoofdstuk 2 voeren we het begrip asymptotisch meest onderscheidende
rij toetsen (met asymptotische onbetrouwbaarheidsdrempel a) in en bewijzen
dat de rij {¢;} van bovenstaande toetsen asymptotisch meest onderscheidend
is, hetgeen intuitief voor de hand ligt. Het belangrijkste resultaat van
dit hoofdstuk is echter dat men, onder zekere voorwaarden op de rijen
{PN} en {QN} die naburigheid impliceren, eenvoudiger toetsen kan constru-
eren die eveneens asymptotisch meest onderscheidend zijn. Bovendien kunnen
we de asymptotische verdeling van de toetsingsgrootheden, waarop deze
toetsen gebaseerd zijn, zowel onder {PN} als onder {QN} bepalen. Ook het
asymptotisch onderscheidingsvermogen kunnen we derhalve berekenen. Het be-

wijs berust op een vergelijking met de rij toetsen {cb;}.

Hoofdstuk 3 tenslotte is gewijd aan de constructie van asymptotisch
wniform meest onderscheidende rangtoetsen voor samengestelde nulhypothesen
tegen samengestelde alternatieven (met asymptotische onbetrouwbaarheids—
drempel a). Ook nu wordt weer de asymptotische verdeling van de toetsings-
grootheden, waarop deze rangtoetsen zijn gebaseerd, onder nulhypothese en
naburig alternatief berekend. Het bewijs berust op een vergelijking met
rijen asymptotisch meest onderscheidende (maar niet verdelingsvrije) toet-
sen die volgens de methode van hoofdstuk 2 geconstrueerd zijn. Voor een
drietal belangrijke problemen uit de verdelingsvrije toetsingstheorie, die
veelvuldig in de praktijk voorkomen, bepalen we aldus rangtoetsen welke
tegen bepaalde samengestelde alternatieven asymptotisch uniform meest on-

derscheidend zijn, nl.:

(a) het regressie probleem (meer in het bijzonder het twee- en meer-
steekproeven probleem),

(b) het symmetrie probleem,

(c) het onafhankelijkheidsprobleem.

Bekende toetsen zoals de twee-steekproeven toets van Wilcoxon, de symme-
trie toets van Wilcoxon en de rangcorrelatie toets van Spearman blijken
tegen bepaalde alternatieven asymptotisch uniform meest onderscheidende

toetsen te zijn.



Hoofdstuk 1 NABURIGE RIJEN KANSMATEN

In dit hoofdstuk bespreken we de definitie en een aantal karakterise-
ringen van naburige (Engels: contiguous) rijen kansmaten. In de volgende
twee hoofdstukken zullen we enkele toepassingen laten zien.

De theorie werd voor het eerst opgezet door LECAM ([161,[171). Min of
meer ultvoerlge beschouwlngen treft ‘men o.a. ook aan in HAJEK (101,

HAJEK & SIDAK [121, rROUSSAS [22] en WITTING & NOLLE [2} 1.

In het vervolg zal convergentie van kansverdelingen van stochastische
grootheden een grote rol spelen. Daar deze stochastische grootheden dik-
wijls met positieve kans de waarden +« aannemen, zijn deze kansverdelingen
vaak defectieve kansmaten op R. Het meest voor de hand liggende convergen-—
tiebegrip in dergelijke situaties is vage convergentie (zie b.v. CHUNG [T 1).
We geven daarom volledigheidshalve eerst een korte uiteenzetting over vage
convergentie en meer in het bijzonder over zwakke convergentie.

We beginnen met het vastleggen van enige notatie en begrippen. De
Borel—o-algebra van deelverzamelingen van RS geven we aan met BX (k>1),
waarbij we B als B schrijven. Het complement van een verzameling B duiden
we aan met B » de afsluiting van B met B en de rand van B met 9B. De indi-
catorfunctie Xg Vvan een verzameling B zullen we vaak noteren met x(B).
Voorts is CB(S) de klasse van alle redelwaardige begrensde continue func-
ties op S en is CC(S) de klasse van alle re&elwaardige continue functies op
S met compacte drager (S is een willekeurige topologische ruimte).

Een maat P op Gﬁk,Bk) met PORk) < 1 noemen we een defectieve kansmaat.
De defectieve kansmaten omvatten dus de kansmaten. Met een defectieve kans—
maat P op GRk,Bk) correspondeert 1-1 duidig een defectieve verdelingsfunc-

tie P gedefinieerd door
F(x) := P((-»,x]) voor alle x ¢ R.

In het algemeen is 1imX*mF(x) < 1, maar als P een kansmaat is, dan is
1imx+wF(x) = 1 en is F dus een verdelingsfunctie.

Stochastische grootheden (met waarden in R of B) en stochastische vec-
toren worden steeds aangegeven met hoofdletters; zo zullen L, A, R, S, T, u,
V, W, X, Y en Z, met of zonder indices, steeds stochastische grootheden

(vectoren) voorstellen. We stasn toe dat stochastische grootheden (vectoren)



met positieve kans oneindige waarden aannemen. Met de defectieve kansverde-
ling van een stochastische k-vector (k>1) X bedoelen we steeds de door X
geInduceerde defectieve kansmaat op Gﬁk,Bk). We duiden deze dikwijls aan
met L(X).

De normale verdeling met verwachting p en variantie 02 geven we aan
met N(u;c2); de 2-dimensionale normale verdeling met verwachtingen u en v,
varianties 02 en T2, en correlatiecoéfficiént p schrijven we als
N(u,v;og,rz,p). De standaard normale verdelingsfunctie geven we aan met ¢
en £, is gedefinieerd door ®(€1—a) = 1-a.

Integreren we een redelwaardige meetbare functie h van een stochas-
tische k-vector X naar de (defectieve) kansverdeling L(X), dan verstaan we
onder de integraal |h(x)dL(x) steeds de integraal over het integratiege-

bied Ek.

We introduceren thans eerst het begrip vage convergentie.

DEFINITIE 1.1: Zijn PN (N=1,2,...) en P defectieve kansmaten op ORk,Bk),
dan zeggen we dat P.

N vaag convergeert naar P, notatie P -4 P, als

N

. _ k
(1.1) 11me dePN = deP voor alle f € cc(m ).

Merk op dat uit Py 7, P niet volgt PNGRk) > Pﬁﬁk). De betekenis van
vage convergentie komt duidelijk tot uitdrukking in het volgende karak-

teriseringslemma.

LEMMA 1.1: Zijn PN (N=1,2,...) en P defectieve kansmaten op Gﬁk,Bk), dan

zijn de volgende uitspraken equivalent:

(8.) PN _)V P,

P(K) voor alle begrensde gesloten K CJE’k

|A

(p) limsupy PN(K)
én limian+°° P_(G) > P(G) voor alle begrensde open G C.Rk,

. _ k _
(e) limg PN(B) = P(B) voor alle begrensde B ¢ B met P(3B) = 0.

BEWIJS: Zie HEYER [13] p. 62. [



In het vervolg zullen we steeds te maken krijgen met de situatie
waarin de limiet P van een rij defectieve kansmaten {PN} zelf een kansmaat

is. In dit geval geldt het volgende resultaat.

LEMMA 1.2: Is {P } een rij defectieve kansmaten en P een kansmaat op
k Bk), dan 1mpllceert Py —, P dat

. _ k
(1.2) llmN-m dePN = jfdP voor alle f € CB(H ).

BEWIJS:

Zij € > 0. Dan bestaat er een compacte K CEk zodat P(K) > 1-e. Op grond
van Urysohn's lemma (zie b.v. RUDIN [23] p. 39) bestaat er een functie
heCC(I?k)met 0<h<1enh(x)=1voor alle x ¢ K. Dan is

PN(Rk) i fthN > fth > P(K) > 1-¢

wegens (1.1), zodat 11mN PN(I?k) 1.

Zij nmu f e C (ﬂ? ) en onderstel dat O < f < M voor zekere constante M.
Definieer g :-hf danlsgeC(R ), 0<g<feng-=Tf opK. Dit impli-

ceert
dep = J gdP + J P < JgdP + MP(K®) < fgdP + Me.
K K
Uit deze ongelijkheid en (1.1) volgt voor alle N > N&':
de.PN JgdPN JgdP—e > jfdP - (M+1)e.
Zij thans % i= M-f en ga op dezelfde wijze te werk met f*; dit geeft
Jf*dPN > [f*dP - (M#+1)e voor alle N > N,
of wel

Ifde < deP + M{PN(Rk)—1} + (M+1)e < ffdP + (M+1)e



voor alle N 3_Ng. Maar dan is
]dePN - deP] < (M+1)e voor alle N z_max{Né,N;},

waarmee bewezen is dat limy [fdPN = deP voor alle f € CBQRK) met f > O.
Als niet voldasn is aan f > 0, maar f > -M (M>0), beschouw dan

F := £+M. Dan volgt uit het voorgaande dat

oy J(fdPN = Loy, J(G"M)dPN =

=J§dP—MlimN_mPN(Ek)=jfdP+M—M=de.P. O

OPMERKING 1.1: In de literatuur ziet men voor defectieve kansmaten {P } en

P meestal bewezen dat PN-—+ P en P ORK) > P(E ) tezamen de relatie (1. 2)

impliceren. Zoals uit het bewijs van lemma 1.2 blijkt, is de conditie

PNGRK) > PGRK) automatisch vervuld als P een kansmaat is.

In verband met het veelvuldig optreden van vage convergentie naar een

kansmaat geven we hieraan een aparte naam: zwakke convergentie.

DEFINITIE 1.2: Is {P } een rij defectieve kansmaten en P een kansmaat op

ORk Bk dan zeggen we dat PN zwak convergeert naar P, notatie PN —»z P, als
(1.2) vervuld is.

Bij zwakke convergentie krijgt lemma 1.1 een iets andere gedaante.

LEMMA 1.3. Is {P } een rij defectieve kansmaten en P een kansmaat op

k Bk), dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) Py, B
(ii) limsupNém PN(F) < P(F) voor alle gesloten F c B

én limg PNCRK) =



(iii) liminf, PN(G) > P(G) voor alle open G CIRk,

N>
(iv) 1imN+°° PN(B) = P(B) voor alle B ¢ BX met P(3B) = 0.
BEWIJS:

Voor kansmaten {PN} en P wordt dit lemma o.a. bewezen in BILLINGSLEY [6]

p. 12-1k4 en in FABIUS & VAN ZWET [ 8] p. 105-108. Deze bewijzen gaan nage-
noeg ongewijzigd door in het geval {PN} een rij defectieve kansmaten is,
mits PN(Ek) > 1. In (i), {iii) en (iv) volgt deze relatie direct uit de
daar genoemde eigenschappen en het feit dat P een kansmaat is, maar in (ii)

moet het afzonderlijk gedist worden. [

OPMERKING 1.2: De tot dusverre besproken theorie blijft juist als men
(Rk,Bk) vervangt door een willekeurige locaal-compacte separabele metrische
ruimte met de o-algebra van Borelverzamelingen. Zelfs is generalisatie tot
nog algemenere ruimten mogelijk; zie b.v. BILLINGSLEY [6], HEYER [13] of
BAUER [2]. We zullen hier echter geen gebruik van maken.

Het volgende lemma geeft nog iets meer informatie over zwakke conver—

gentie.

LEMMA 1.4: zij {PN} een rij defectieve kansmaten en P een kansmaat op
QRk,Bk), zij h een re&elwaardige meetbare functie op.l?k en zij Dh de ver-
zameling van alle discontinuiteitspunten van h. Laat voorts P§ (N=1,2,...)
en P® de door h geInduceerde (defectieve) kansmaten op (R,B) zijn. Dan

volgt uit PN -, P dat

(1.3) P —_ P" nits P(D,) = 0, en
(1.4) llmN+m fthN = fth mits h begrensd is en P(Dh) = 0.

BEWIJS:
Het in BILLINGSLEY [6] p. 31 gegeven bewijs voor kansmaten {PN} en P gaat

ongewijzigd door. [



Kiezen we voor de functie h de projectie vaank (k>1) op één van de
codrdinaten, dan blijkt uit lemma 1.4 dat bij zwakke convergentie van PN
naar Pvin GRk,Bk) de marginale maten zwak meeconvergeren, aangezien een

projectie een continue afbeelding is.

DEFINITIE 1.3: Een rij defectieve kansmaten {PN} op (Rk,Bk) heet relatief
compact als elke deelrij een subdeelrij bevat die zwak convergeert (naar

een kansmaat die niet tot {PN} behoeft te behoren).

DEFINITIE 1.4: Een rij defectieve kansmaten {PN} op (Ex,Bk) heet uniform
beperkt (Engels: tight) als bij elke € > O een compacte K cR" en een
index N_ bestaat zb dat PN(KE) > 1-e voor alle N > N_.

Definitie 1.4 wijkt enigszins af van de gebruikelijke definitie van
uniforme beperktheid, waarbij gewoonlijk geéist wordt dat PN(KE) < g voor
alle N. Deze eis is voor onze doeleinden echter te zwak, omdat hieruit
niet volgt dat PNGRk) > 1 voor N -+ ». Deze laatste voorwaarde speelt in het
vervolg een essentiéle rol (vergelijk ook definitie 1.3). Als alle PN
kansmaten zijn, dan stemt de definitie echter overeen met die gegeven in
b.v. BILLINGSLEY [6] en FABIUS & VAN ZWET [8].

Het volgende lemma legt een verband tussen relatieve compactheid en

uniforme beperktheid.

LEMMA 1.5: Zij {PN} een rij defectieve kansmaten op GRk,Bk). Dan is {PN}

relatief compact d.e.s.d. als {PN} uniform beperkt is.

BEWIJS:
Het in BILLINGSLEY [6] p. 37-40 en FABIUS & VAN ZWET [8] p. 113 gegeven

bewijs blijft met kleine wijzigingen doorgaan. []

Zwakke convergentie van defectieve kansmaten op (Ek,Bk) kan ook uit-
gedrukt worden als zwakke convergentie van de corresponderende defectieve

verdelingsfuncties.
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DEFINITIE 1.5: Zij {FN} een rij defectieve verdelingsfuncties en F een
verdelingsfunctie op .Ek. Dan zeggen we dat FN awak convergeert naar F,

notatie FN-—+Z F, als

lime ., FN(x) = F(x) voor alle continufteitspunten x van F.

LEMMA 1.6: Zij {PN} een rij defectieve kansmaten op (Rk,Bk) met defectieve
verdelingsfuncties {FN}. Zij P een kansmaat op Gﬁk,Bk) met verdelings-
functie F. Dan geldt: PN-—+Z P d.e.s.d. als FN —»Z F.

BEWIJS:

Dit bewijs verloopt geheel analoog aan het bewijs gegeven in

BILLINGSLEY [6] p. 17-18 en FABIUS & VAN ZWET [8] p. 105-108. O

Met behulp van zwakke convergentie van defectieve kansmaten kunnen we
nu ook convergentie in verdeling van stochastische grootheden (vectoren)

definiéren.

DEFINITIE 1.6: Zij {XN} een rij stochastische k-vectoren (k>1), niet nooa-
zakelijk op eenzelfde kansruimte, met defectieve kansverdelingen {L(Xﬁ)}.
Dan zeggen we dat XN in verdeling convergeert nsar een kansmaat P op
(Ek,Bk), notatie Xy —p P, als L(XN)-—-->Z P. Is X een stochastische k-vector
met P als kansverdeling, dan zeggen we ook wel dat XN in verdeling conver-

geert naar X, notatie XN D X.

Op grond van de eerste uitsprask van lemma 1.4 impliceert convergentie
in verdeling van stochastische k-vectoren XN naar X (k>1) dat elke lineaire
combinatie van de codrdinaten van XN in verdeling convergeert naar de over-
eenkomstige lineaire combinatie van de coSrdinaten van X. Deze eigenschap
heeft ook een omkering, die vaak handig toepasbaar is en bekend staat als

het "Cramér-Wold device".

LEMMA 1.7: Zijn {XN} en XO stochastische k-vectoren (k>1) met codrdinaten
XN,i en XO,i (i=1,2,...,k), dan zijn de beide volgende uitspraken equiva-
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lent:

(1) Xy—p Xy»

(ii) voor elke constante vector c e.Ii’k geldt dat

k k
Tier 5 %y,i b Li=1 o5 %o,i0

BEWIJS:
Het bewijs in BILLINGSLEY [ 61 p. 48-L49 gaat ongewijzigd door; zie ook
WITTING & NOLLE [2o41 p. 5k. O

Van groot belang is ook convergentie in waarschijnlijkheid van een
rij stochastische grootheden (vectoren) naar een constante. We geven een

iets algemenere definitie dan gebruikelijk.

DEFINITIE 1.7: Zij XN een stochastische k-vector (k>1) op een kansruimte
.. k
(QN,AN,PN), N=1,2,..., en zij a ¢ R een constante. Dan zeggen we dat Xﬁ
in waarschignlijkheid convergeert naar a, notatie Xy —p 8 als
N

(1.5) limg ., PN(HXN-aH>e) =0 voor alle € > O,

.|| de euclidische afstand in B® voorstelt.

waarin |

Ook bij deze definitie blijft het algemeen bekende resultaat doorgaan
dat convergentie in waarschijnlijkheid van XN naar a identiek is met con-
vergentie in verdeling van XN naar Pa’ waarin Pa de kansmaat is die aan het
punt a kans 1 toekent. We kunnen XN —»PN a dus ook schrijven als
L(XN) -, Pa'

Voortdurend wordt in het vervolg gebruik gemaakt van de volgende be-

kende eigenschap.

LEMMA 1.8: Laat {XN} en {YN} rijen stochastische k-vectoren (k>1) zijn,
waarbl] XN en YN

N = 1,2,... . Onderstel dat X — X en YN'_AP a (aeﬁk). Dan geldt
N

gedefinieerd zijn op dezelfde kansruimte (QN,AN,PN),
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XN + YN ~+D X+ a en XN - YN —QD X - a.

Als k = 1, dan geldt bovendien
XYy —p 8X  en XN/YN - X/a (mits a#0).

BEWIJS:

Zie b.v. CHUNG [7] p. 85-86. Het resultaat is ook eenvoudig af te leiden
uit stelling 2.9.9 in FABIUS & VAN ZWET [8] en het voorgaande lemma 1.k
(met h(x,y) := xty, h(x,y) := xy en h(x,y) := x/y respectievelijk). O

Hiermee besluiten we onze uiteenzetting over zwakke convergentie. We
introduceren thans het begrip naburigheid van twee rijen kansmaten.

Tenzij anders vermeld gean we in de rest van dit hoofdstuk steeds van
de volgende situatie uit. Voor elke N = 1,2,... is een meetbare ruimte
(XN,AN) gegeven en op elke (XN’AN) zijn twee kansmaten Py en Q gedefini-

eerd.

OPMERKING 1.3: In toepassingen stelt XN gewoonlijk de steekproefruimte voor
corresponderend met een steekproef van N waarnemingen. De kansmaten PN en
QN zijn dan kansverdelingen van de stochastische waarnemingsvector XN (met
waardenbereik XN)’ waarbij PN b.v. correspondeert met een punt uit een

nulhypothese en QN met een punt uit een alternatieve hypothese.

DEFINITIE 1.8: De rijen kansmaten {PN} en {Qn} heten naburig (Engels:

contiguous) als de volgende equivalentie juist is (voor Ay e AN’ N=1,2,...):

(1.6) lime PN(AN) =0 = lim, QN(AN) = 0.

Notatie:  {Pp} < {Qy}.
De rij {QN} heet eenzijdig naburig t.o.v. {PN} als steeds de volgende

implicatie Jjuist is:

(1.7) lime, Pp(Ag) = 0 = lim, Q. (AL) = O.
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Notatie: {Q,N} < {PN}.

OPMERKING 1.4: LECAM ([161,[17]) en ROUSSAS [22] hanteren (1.6) als defi-

nitie, terwijl HAJEK & SIDAK [12] en WITTING & NOLLE (241 steeds (1.7) als

definitie van naburigheid kiezen. Maar in de meeste gevallen waar naburig-
heid in de zin van (1.7) een rol speelt, is ook (1.6) vervuld. We nemen

daarom (1.6) als uitgangspunt van onze beschouwingen.

Formule (1.6) doet denken aan de definitie van absolute continuiteit
van kansmaten t.o.v. elkaar. Inderdaad impliceert (1.6) dat de kansmassa
van PN’ die singulier is t.o.v. QN, voor N + « naar O convergeert. Immers

ziJ by iE PN + QN en zij
py = dPN/duN en qp := dQN/duN, N=1,2,.0. .

7ij voorts Ay = {x : qN(x) = 0} . Dan is PN(AN) de kansmassa van P_, die
singulier is t.0.v. Q. Daar QN(AN) = 0, volgt uit (1.6) dat PN(AN) >0
voor N -+ . Evenzo bewijst men dat (1.6) impliceert dat de kansmassa van
QN’ die singulier is t.o.v. PN’ voor N > «» naar O convergeert. Maar ook al
zijn PN en QN voor elke N absoluut continu t.o.v. elkaar, dan behoeven

{PN} en {QN} nog niet naburig te ziJjn!

OPMERKING 1.5: Is B c R en hN een afbeelding van XN in R, dan zullen we de
verzameling {x : hN(x) € B} dikwijls kortweg schrijven als {hN € B}.

De volgende stelling geeft een andere formulering van naburigheid van
twee rijen kansmaten, die men in de literatuur ook vaak als definitie aan-

treft in plaats van (1.6).

STELLING 1.9: De volgende twee uitspraken zijn equivalent:
(1) {PN} <> {QN},

(ii) voor elke rij stochastische grootheden {TN}, met Tp

(XN,AN), N =1,2,..., en voor elke c e R geldt dat T —éPN c

gedefinieerd op

d.e.s.d. als T -— c.

v %
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BEWIJS:

zij (i) vervuld en zij AN = {ITN—CI > e}, N=1,2,... . Dan volgt uit
PN(AN) - 0 dat QN(AN) + 0 en omgekeerd (voor elke €>0), zodat (ii) geldt.
Onderstel omgekeerd dat (ii) vervuld is. Als PN(AN) -+ 0 voor zekere rij

{AN}, kies dan T _ := x(AN), zodat T, —, O en dus T_ —. 0, d.w.z.

N ° N Py NoQ
Q,N(A.N) + 0. Als QN(AN) -+ 0, dan volgt PN(AN) + 0 op dezelfde wijze. [

Ook al zijnb{PN} en {QN} naburig, dit betekent nog niet dat PN en QN
voor grote N sterk op elkaar gelijken. Wel is het zo dat, als PN en QN
voor N + « sterk tot elkaar naderen, dan {PN} en {QN} naburig zijn. Om dit
te laten zien introduceren we een paar afstandsbegrippen tussen kansmaten,

en wel in de eerste plaats de variatie-afstand van Kolmogorov.

DEFINITIE 1.9: Zijn P en Q twee kansmaten gedefinieerd op een meetbare

ruimte (Q,A), dan is de variatie-afstand ven P en Q gedefinieerd door
. - H A) - .
(1.8) lI-all := sup, ,|P(a) - a(a)]
Men gaat eenvoudig na dat 0 < ||P-Q|| < 1 en dat de variatie-afstand
een metriek is in de verzameling van alle kansmaten op (R,A). Zijn P en Q

absoluut continu t.o0.v. een maat u (b.v. u = P + Q) dan is de variatie-

afstand ook op een andere wijze te schrijven.

LEMMA 1.10: Zijn de kansmaten P en Q op (Q,A) absoluut continu t.o.v. een
o-eindige maat u op (Q,A) en is p := dP/du en q := dQ/du, dan is

(1.9)  llz=all = 1[Ip-ala.

BEWIJS:
Zij D := {w : p(w) - q(w) > 0}. Dan is
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ll-all = sup,|P(a) - a(a)] = supAIJ (p-a)au| =

A

sup IJ lp-q|au - { |p-q|du]| =
A A JanDC

max{f |p-a|du, J clp—qldu}.
D D

Maar omdat p en q dichtheden zijn t.o.v. u, is
J lp-a|au = I (p-q)au = —J J(p-aau = J olp-alau,
D D D D

zodat [[7-all = 3[[p-ala. O

Uit dit lemma blijkt direct dat ||P-Q|| = 1 d.e.s.d. als P 1L Q. Nauw

verwant met de variatie-afstand is de Hellinger-afstand.

DEFINITIE 1.10: Zijn P en Q kansmaten op een meetbare ruimte (2,A) en zijn
P en Q absoluut continu t.0.v. een o-eindige maat u (b.v. p = P+Q) met
dichtheden p :=dP/du en q := dQ/du, dan is de Hellinger—afstand van P en Q
gedefinieerd door

1 1 1
(1.10) 8(P,Q) := [I(pz—cf)?‘du]2
De Hellinger-afstand hangt niet af van de keuze van de dominerende

maat . Immers zij u = P+Q en zij v een andere o-eindige dominerende maat

met p := dP/dv en q := dQ/dv, dan is p << v en dus

[<p%-q%>2au f<p%-q%>2(au/av>av -

j{p%(au/av>% - lawan ey =

1 1
J(52-§2 12av.
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Merk op dat
0 < 8(P,Q) < v2

met 8(P,Q) = 0 d.e.s.d. als P = Q en §(P,Q) = v2 d.e.s.d. als P L Q. De
Hellinger-afstand is ook een metriek (afgeleid uit de L2-norm), die de-
zelfde metrische topologie in de verzameling van alle kansmaten op (Q,A)

induceert als de variatie-afstand, zoals blijkt uit het volgende lemma.

LEMMA 1.11: Zijn P en Q kansmaten op een meetbare ruimte (,A), dan geldt
2
(1.11) 38(P,Q)° < || P-q|| = §(P,Q).

BEWIJS:

De eerste ongelijkheid is een direct gevolg van lemma 1.10 en de elemen-
1 1

taire ongelijkheid (pg-qé)2 < |p-q|. De tweede ongelijkheid bewijzen we

door tweemaal de ongelijkheid van Schwarz toe te passen:

1 1 1 1
lI#-all = 3 lp-alau = 1 16Ha®) (phead) fan
101 1 1 1
< %[f(pz—qé)Qdu f(p§+q§)‘2dul2
13 1
= %G(P,Q)[2+2J p?q?aul?

1
36(P,Q)[2+21% = §(P,Q). O

A

De laatste ongelijkheid in (1.11) kan verscherpt worden (zie r181),
maar deze verscherping speelt in het vervolg geen rol.
.. k _k . .
Als P, Ql’Q »-+. kansmaten zijn op (R ,B ), dan impliceert
lim ||P—Qn||= 0 dat Q ~» P, zoals direkt blijkt uit definitie 1.9 en
lemma 1.3(iv). Men ziet gemakkelijk in dat de omkering van deze bewering

niet algemeen juist is.
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We keren nu weer terug tot onze rijen kansmaten {PN} en {QN},

STELLING 1.12: Als limN+wHPN-QNH = 0 of als limg  8(Py,Q.) = 0, dan geldt
{PN} <> {QN}.

BEWIJS:

Onderstel dat ||PN—QN|!-+ 0, hetgeen volgens lemma 1.11 d.e.s.d. het geval
is als S(PN,QN) - 0. Zij {AN} een rij verzamelingen z6 dat PN(AN) > 0.

Daar IPN(AN) - QN(AN)l < HPN-QNH, volgt hieruit dat ook QN(AN) + 0. Evenzo
volgt uit Q,N(AN) > 0 dat PN(A.N) + 0, zodat {PN} < {QN}. O

In het vervolg zullen we steeds onderstellen dat voor elke N op

(XN,AN) een o-eindige maat Uy gegeven 1s, die PN en QN domineert (b.v.

Wy = PN+QN)' 7ij voor N = 1,2,...
Py = dPN/duN, ay = dQN/duN
en
IN = {x € XN : pN(x) > 0}, JN = {x € XN : qN(x) > 0}.

Definieer vervolgens het aannemelijkheidsquotiént LN voor elke N door

qN(x)/pN(x) als x e I
(1.13) LN(x) =

o als X € I§.

Zij tenslotte_AN voor alle N gedefinieerd door log LN’ d.W.2.
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loglay(x)/py(x)} als x e Iy n Jp

- c

(1.14) AN(x) =4 ® als x € I
(]
- als X € IN n JN

De defectieve kansverdeling van de stochastische grootheid AN onder
de kansmaat PN respectievelijk QN geven we aan met L(AN|PN) respectieveli jk
L(ANIQN), N=1,2,... . Uit definitie (1.74) blijkt wel, dat deze defectieve
kansverdelingen strikt defectieve kansmaten kunnen zijn.

De volgende fundamentele stelling laat zien dat naburigheid van {PN}
en {QN} gekarakteriseerd kan worden door eenvoudige eigenschappen van de

defectieve kansverdelingen van de AN'S.

STELLING 1.13: De volgende uitspraken zijn equivalent:

(a) (P} <= {qy},
(b) {L(ANlPN)} en {L(AN]QN)} zijn beide relatief compact,

(c) {L(AN]PN)} is relatief compact en elk zwak limietpunt L voldoet aan
exp(y)aL(y) = 1.

BEWIJS:
Ter vereenvoudiging van de notatie duiden we L(ANIPN) met LN en L(ANIQN)
met Lﬁ aan, N = 1,2,...

(p) = (a). zij {LN} relatief compact en dus (lemma 1.5) uniform beperkt.
Zij {AN} een rij verzamelingen zd dat QN(AN) + 0. We tonen aan dat dan ook
PN(AN) > 0. Z1) € > 0. Dan bestaan er een e > 0 en een NE z0 dat

Ky = {IAN] 5-03} voldoet aan

PN(KN) = LN([—CE,CEJ) > 1-¢ voor alle N > N_.

Daar KN c IN n JN en Ilog(qN/pN)| <c. op KN’ d.w.z. exp(—ce) j_pN/qN <
j.exp(ce) op'KN'(N=1,2,...), geldt voor alle N > N_
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jav}
zﬁ
£
A
jav}
z/'\
=1
=)
L
+
™
[l
——

|
—
g
o]
=
P
=
P
+
m
A

A

exp(cs) QN(ANnI%I) + e <

IA

exp(c_) QulAg) + e,

zodat uit QN(AN) + 0 volgt dat llmsupN*mPN(AN) < €. Daar € > 0 willekeurig
was, betekent dit dat PN(AN) + 0. Uit de relatieve compactheid van {LI(I}

volgt analoog dat PN(AN) + 0 impliceert QN(AN) + 0. |
(a) = (b). Zij {PN} < {QN}. Zij ¢ > O en noem Hy := {AN >cln Iy " Iy

Dan is voor alle N

(1:19) Bylipe) = Pyl = | py any = [HNPN/qN aqy =

N

J exp(—I\N)dQ,N < exp(-c).
HN

:= {AN <=} nI_nd_, voor alle N

Evenzo is, met G N N

N

(1.16) QN(A.N<-C) = QN(GN)

JG Aydiy = JG ay/py 2Py =
N N

J exp(AN)dPN < exp(-c).
GN

Kies ¢ > 0. Dan is er op grond van (1.15) en (1.16) een c_ > 0 zodat

(1.17) PN(AN>CE) < g voor alle N
en

(1.18) Q,N(AN<—c€) < g voor alle N.
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Is {cN} een rij met 0 < ¢y t ©» dan geldt op grond van (1.15) dat
PN(AN>cN) -+ 0 en wegens {QN} < {PN} impliceert dit QN(AN>CN) + 0. Maar dan

laat men uit het ongerijmde eenvoudig zien

bestaan zodat
(1.19) QN(AN>cé) < g voor

Evenzo volgt uit (1.16) en {PN} < {QN} dat

zodat

*
(1.20) PN(AN<—c€) < e voor
Uit (1.17) en (1.20) leiden we af dat voor

LN([_CZ’CS]) = PN(—czjﬁNipe) >

dat er ook een cé > 0 en een Né

alle N > N!.

* *
er een ce > 0 en een Ns bestaan

alle N > ..

*

alle N > N
>

1-2¢

en uit (1.18) en (1.19) dat voor alle N >N

Lﬁ([—ce,cé]) = QN(—cejﬂijé) >

1-2¢.

Derhalve zijn {LN} en {Lﬁ} beide uniform beperkt en dus (lemma 1.5) rela-

tief compact.

(¢) = (b). 2ij {LN} relatief compact., Zij {m} < {N} en {r} < {m} z8 dat

Lr-—+z L voor zekere kansmaat L. Op grond van (c) voldoet L aan

]exp(y)dL(y) = 1. 2ij h e C,(R) en zij K <R compact 2z dat h = 0 op X°.

Dan geldt

fhdL'
r

r

IA_1(K)h(Ar)exp(Ar)dPr

r

JKhdLr = JA_T(K)h(Ar)er' =

= [ h(y)exp(y)aL (y)
K

> J h(y)exp(y)aL(y) = JhdL' (voor r—w),
K
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waarin L' de kansmaast is gedefinieerd door dlL'/dL(y) = exp(y). Uit lemma

1.2 volgt nu dat Lz" -, L', zodat {LI(I} relatief compact is.

(p) = (c). Onderstel dat {LN} en {LI(I} relatief compact zijn. Zij {Lm} een
deelrij van {LN} z5 dat Lm -, L. Zij € > 0. Daar {LI;I} uniform beperkt is
(lemma 1.5), bestaat er een compacte K_cR en een N_ zodat Ll'v(KE) > 1-g

voor alle N > N_ én L(BKE) = 0. Bovendien is

Li(k ) = (AeK)=J wdu =
N' ¢ QN N e {ANGKQ} N N
= exp(h)AP,_ = J exp(y)daL (y),
J{ANeK } NN g N
€

zodat
(1.21) J exp(y)dLN(y) > 1-g voor alle N > N _.

K €

€

Op grond van lemma 1.4 (zie (1.4)) impliceert Lm —, L dat

limm_w° JK exp(y)dLm(y) = JK exp(y)aL(y).
€ €

Uit deze relatie en (1.21) leiden we af dat

(1.22) J exp(y)aL(y) > 1-e.
K
€
7ij {BN} een rij begrensde verzamelingen uit B zd dat By t R én L(BBN) =0

voor alle N. Dan impliceert de monotone convergentiestelling

limN% JB exp(y)dL(y) = Jexp(y)dL(y).
N

Maar voor elke N is wegens de tweede uitspraak van lemma 1.4
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[B exp(y)al(y) = lin__ jB exp(y)al_(y) <

N N

|A

limsupmam J eXP(Y)dLm(Y) =

limsupm+m f exp(Am)de =

{lAml«»}

limsup , Qm([Am|<w) <1,

zodat ook Jexp(y)dL(y) < 1. Uit deze ongelijkheid en (1.22) (voor elke e>0)

volgt dan Jexp(y)dL(y) = 1. Hiermee is het bewijs voltooid. [

Een zelfde type karakterisering van {PN} <> {QN} is nilet te geven in
termen van de defectieve kansverdelingen van de LN's. Dit hangt samen met
het feit dat {L(LNIPN)} 81tijd relatief compact is. Tmmers zij ¢ > O en

Hy :='{LN >c}nI_nd,, dan is

N N
_ _ _ -1
PN(LN>c) = PN(HN) = JH deuN = IH 1/LN dQ,N <c .,
N N

zodat PN(LNe[O,c]) 3_1-—0_1 voor alle N. Daar ¢ > O willekeurig is, betekent
dit dat {L(LNIPN)} uniform beperkt en dus (lemma 1.5) relatief compact is.

De defectieve kansverdelingen van L blijken echter juist geschikt om

N
eenzijdige naburigheid van {QN} t.o.v. {PN} te karakteriseren.
STELLING 1.14: De volgende uitspraken zijn equivalent:

Al
(a') {QN} < {PN},
(v") {L(LNIQN)} is relatief compact,

(e") elk zwek limietpunt L van {L(LN|PN)} voldoet aan fydL(y) = 1.

BEWIJS:
Het bewijs verloopt analoog aan het bewijs van stelling 1.13, met LN i.p.v.
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AN’ en met gebruikmeking van de boven bewezen relatieve compactheid van

{L(LN|PN)}. 0

OPMERKING 1.6: De equivalenties (a) <= (c) in stelling 1.13 en

(a') == (c') in stelling 1.14 staan bekend als het "eerste lemma van
LeCam". De betekenis van dergelijke karakteriseringen van naburigheid in
termen van de defectieve kansverdelingen van Ay (en LN) is duidelijk wan-
neer men bedenkt dat vele statistische procedures gebaseerd zijn op aan-
nemelijkheidsquotiénten. De asymptotische eigenschappen (voor N+«) van deze
procedures hangen uiteraard ten nauwste samen met de asymptotische eigen-
schappen van de defectieve kansverdelingen van de AN's (en LN's); zie ook

opmerking 1.3.

Bij het bewijs van (c) = (b) in stelling 1.13 hebben we in feite
laten zien dat uit {PN} <> {QN} volgt dat voor deelrijen {m} < {N} de vol-

gende implicatie waar is:
1
(1.23) Lalp ) — L = L(alq) —, L's

waarin L' gedefinieerd is door dlL'/dL(y) = exp(y). Dit resultaat kunnen we

verder generaliseren.

STELLING 1.15: Zij {PN} <> {QN} en zij TN een stochastische k-vector op
(XN,AN), N=1,2,... . Dan geldt voor deelrijen {m} c {N} de volgende im-

plicatie:

Lt ) — T = Lia,T)le) —, T,

waarin L' de kansmaat op 0Rk+1,Bk+1) is gedefinieerd door
ar'
== (y,t) = exp(y) v (yeR, teR").
aL

BEWIJS:
We schrijven Lm = L((Am,Tm)|Pm), LA = L((Am,Tm)|Qm) en Hm en LA als in
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het bewijs van stelling 1.13. Onderstel dat ZQA—+Z T. zZij L := t“, waarin
. . . + o o
m de projectie is van.Rk ! op de eerste cobrdinaat. Op grond van de eerste
bewering van lemma 1.4 (of op grond van lemma 1.7) geldt dan Lm - L. Met
behulp van (1.23) leiden we hieruit af dat L' — L' met L' gedefinieerd
, _ .. @ . FEH
door dL'/dL(y) = exp(y). Zij h € Co ) en zij K c de compacte

drager van h. Dan is

hdl! f nal! = n(A_,T )aq =
J m Kk & J(Am’Tm)—](K) m’m Qm

J(A )T )'1(K)h(Am’Tm)exp('Am)de i
m- m

[ nty,0rem el (v,0)
K

»fh@¢k@@hﬂmﬂ=JMmﬂﬁ%Lﬂ,
K

waarin L' een kansmaat is omdat

f 4+ e(y)al(y,t) = J exp(y)dLl(y) = 1.
R
Maar dan volgt uit lemma 1.2 dat IA >, I'. o

VOORBEELD 1.1: Zij voor N = 1,2,... XN een Poisson verdeelde stochastische
grootheid met parameter Ay (>0) 3f met parameter X& (>0). In het eerste

geval geven we de kansverdeling van XN aan met P_, in het tweede geval met

N
QN (N=1,2,...). In deze situatie kiezen we als dominerende maat My ©P de

ruimte XN van de niet-negatieve gehele getallen de telmaat; dan is

exp(—Aﬁ).(Aﬁ)XN/XN!

AN = AN()(N) = log{ } -

XN
exp(-AN).(AN) Xyt

Opag) + Xg 1og(Af/Ay), N=1,2,...
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Onderstel dat de rijen {AN} en {Xﬁ} beiden naar boven begrensd en van nul
verwijderd zijn. Dan is {PN} < {QN}-

Immers uit de gemaakte onderstellingen volgt dat elke deelri]
{m} < {N} een subdeelrij {r} bevat zd dat A, > A en A; + A' voor zekere
positieve getallen A en A' (die van de subdeelrij {r} kunnen afhangen).
Geven we een Poisson-verdeling met parameter A aan met PA’ dan geldt dus

Pr -, PA en Qr -, PA" Hieruit volgt dat
A —p (A=A') + X log(A'/A) Voor T > %,

waarin de kansverdeling van de stochastische grootheid X in het eerste ge-
val PA en in het tweede geval PA' is. Hiermee is bewezen dat aan eigen-
schap (b) van stelling 1.13 voldaan is, zodat op grond van deze stelling
{PN} <> {Q,N}.

We verifi&ren nog eigenschap (c) van stelling 1.13. Geven we de

limietverdeling van Ar in het eerste geval aan met L, dan geldt

[exp(y)dL(y) = Exexp{(k—k') + X log(A'/A)} =
= exp(A-2") [ exp(-A) 17 exp(x log(A'/A)) =
x=0 :
70t
= exp(-\'") 2 —= 1.
x!
x=0
VOORBEELD 1.2: Zij voor N = 1,2,... XN een stochastische grootheid met Of

een normale N(”N3°§) verdeling Of een normale N(vN;cﬁ) verdeling. In het
eerste geval duiden we de kansverdeling van XN aan met PN’ in het tweede
geval met QN (N=1,2,...). Kiezen we voor de dominerende maat steeds de
Lebesgue-maat op (XN,AN) := (R,B), dan vinden we

-1 -
(2nc§) Qexp[—%cN2(XN-vN)2]

! -
(2ﬁc§) 2expf—%oNg(XN—uN)zl

logl

Ay = Ay (%)

= X_ + N=1,2,...
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Onderstel dat de rij {(vN—uN)/UN} begrensd is. Dan is'{PN} <>'{QN}.
Immers elke deelrij {m} < {N} bezit dan een subdeelrij {r} zodat
(\)r—ur)/or > ¢ voor r » «, waarin ¢ € R van de subdeelrij {r} kan afhangen.

Daar voor alle N

opri)® (o)
L(ANIPN) = N(-3 5 > )
N oy
en
2 2
(V=1 )™ (v =u )
_ U L W
L(AN!QN) = N(E 2 s 02 s
N N

2
geldt voor r > « L(Ar]Pr) —, N(-3c ;cg) en L(ArlQr) —, N(%cg;cz).

Maar dan zijn {L(AN|PN)} en {L(AN|QN)} relatief compact, waaruit met stel-
ling 1.13 de naburigheid van {PN} en {QN} volgt.

Het is in voorbeeld 1.2 geen toeval, dat de normale limietverdelingen
van {Ar} een bijzondere verhouding tussen verwachting en variantie te zien

geven. Dit blijkt uit de gevolgen, die we thans bewijzen.

GEVOLG 1.16: Als L(I\NIPN) -, N(u30°) met o2 > 0, dan geldt
{P,.} < {Q.} d.e.s.d. als p = -502
- Q .s. .

BEWIJS:
Onderstel dat {PN} <> {QN}' Zij L := N(u;cg), dan is volgens stelling 1.13

(zie (c)) Jexp(y)dL(y) = 1. Als 02 = 0, dan geeft dit exp(u) = 1, d.w.z.

u = 0. Als 02 > 0, dan is

fexp(y)}iL(y) (21102)'% J exply-30"2(y-u)2}ay =

2,-3 ' -
(re™)™ J exp{-30"2 (y-u-02)2 + u + doS}ay =

2
exp(p+3c”) = 1,
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zodat u = —%02.

Is omgekeerd p = —%62, dan volgt uit het bovenstaande dat
exp(y)dL(y) = 1, zodat {PN} <> {QN} wegens stelling 1.13. O

2

GEVOLG 1.17: Als L(Ag|Py) — N(-3o .6°), dan geldt ook

L(ANlQN) -, N(zc 30 ), voor alle o2 > 0.

BEWIJS:

Op grond van gevolg 1.16 is

L(A |QN -, L' met aL'/dL(y

direct uit stelllng 1.9. Als ¢© > 0, dan rekent men eenvoudig na (zie

at dan

. Als ¢ = 0, dan volgt de bewering

bewijs van gevolg 1.16 met p = —%02) dat L' = N(%oe;oz). 0

GEVOLG 1.18: Zij TN

en zij o > 0. Dan gelden de volgende implicaties:

een stochastische grootheid op (XN,A N=1,2,.0..,

N)’

(1) (P} <& {Q} .

= oT -\, — 20

oT —A_ — ch NN Qy
N N PN2

(i1)  Liagley) —, N(=30%30%)

2
.
oTN—AN —»PN 320

= L(Ty|Py) —, N(031),

(iii) L(TN|PN) —, N(031)
- = L(Tylay) —, N(o31).

oT, -A_—> 30 z
U S

BEWIJS:

(i). Dit is een direct gevolg van stelling 1.9.
.. o -1
(ii). Daar TN =0 (OTN—AN) + 0 AN’

gegeven en lemma 1.8.

N=1,2,..., volgt de bewering uit het

(iii). Daar AN = —(oT —AN) + oTps volgt uit het gegeven en lemma 1.8 direct
_1.2..2
dat L(AN|PN) -, N(-16%;0%). Op grond van gevolg 1.16 geldt dus {PN} <> {Q,N}.

Uit (i) leiden we dan af dat UTN—AN —+Q %02, terwijl gevolg 1.17 impli-
N
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ceert dat L(ANIQN) -, N(%02;02). Combineren we deze beide laatste resul-
taten, dan vinden we dat L(TNIQN) -, N(o;1). O

De drie bovenstaande gevolgen zullen in de volgende hoofdstukken een
voorname plaats innemen. Merk op dat de gegevens van zowel gevolg 1.17 als
van (ii) en (iii) in gevolg 1.18 steeds impliceren dat {PN} <> {QN}. Het
is op deze indirecte wijze dat naburigheid van twee rijen kansmaten in
toepassingen vaak een grote rol speelt.

We besluiten dit hoofdstuk met een stelling die bekend staat als het
"derde lemma van LeCam" (zie hoofdstuk II voor het "tweede lemma van LeCam").

STELLING 1.19: Zij TN een stochastische grootheid op (XN’AN)’ N=1,2,...
Als

2 2 2
L((ANaTN)IPN) -, N(-20%,a30%,1%,c/01)
2 2
voor zekere a e R, ¢ > 0, T 10enh[iondmgd&
L(T ' ) — N(a+c'12)
N QN z > *

BEWIJS:

Daar op grond van het gegeven (zie lemma 1.7) L(ANIPN) -, N(—%ae;oz), is

{PN} <> {QN} wegens gevolg 1.16. Uit stelling 1.15 volgt dan
~|
L((AN,TN)|QN) -, L'
waarin
ar'

aN(-30,8502,7% /o)

(y>t) = exp(y).

Als r2 = 0 (en dus ¢ = 0), dan impliceert TN —p & wegens stelling 1.9 dat
N

ook TN —»QN a.
Als'o2 = 0 (en dus ¢ = 0) én BEEN 0, dan is exp(y) = 1 b.o. onder

2
N(-3c ,a;02,12,c/or), zodat in dit geval onmiddellijk volgt dat
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2
L(TN‘QN) -, N(a,t7). ,
7ij tenslotte ¢~ > 0 én 1~ > 0. In verband met het mogelijk singuliere
karakter van de covariantiematrix maken we gebruik van karakteristieke

functies. ZiJ $ de karaskteristieke functie van L', dan is

~ _ . . .2 2 2

¢(sy58,) = |exp(is y+is try)aN(-20",a30" T ,e/ot)(y,t).
De karakteristieke functie van de tweede component is dus

~ _ . ,2 2 2

¢(O,s2) = exp(1s2t+y)dN(—§0 ,830°,1 ,c/ot)(y,t).
We berekenen deze integraal door eerst de integrand te integreren naar t
met de voorwaardelijke verdeling gegeven y en vervolgens te integreren naar
y met de marginale verdeling van y. Zij p := c¢/(oT) en zij L& de (eventueel
ontaarde) voorwaardelijke verdeling gegeven y, dan is

L& = N(a+%c+c-2cy;T2(1-02))-

Dit geeft voor alle s, eR

3(0,32) J(2n02)-%exp{y - %0—2(y+%02)2}[Jexp(isat)dL&(t)]dy =

1 _ -
I(2w02) 2exply - 1o 2(y+%02)2}exp{i52(a+%c+c 2cy) +

—%12(1—02)S§}dy =

—1 -
exp{ise(a+%c) - %T2(1—02)S§}J(2ﬂ02) 2expl-1o 2(y—%02—ic52)2 +

222 .
-3t 524-%1cs2}dy =

exp{isz(a+c) - %Tzsg}

en dit is juist de karakteristieke functie van de N(a+c;r2) verdeling. O
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OPMERKING 1.7: Men kan de uitsprask van stelling 1.19 nog enigszins ver-
sterken. Onder dezelfde condities geldt namelijk ook

(1.24) LT lay) = N(30®,aves0?,72,c/00).

Men gaat dit eenvoudig na door in het bewijs van stelling 1.19 $(s1,52) uit

te rekenen in plaats van $(o,32). Zonder veel moeite vindt men dat voor alle
2
(51 ’52) eR

~ . . 2
¢(s1,32) = exp{%lcgs + 1(a+c)s2 - %ozsf - 3t sg},

1 - CS.]S

2

waaruit (1.24) direct volgt.
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BRONVERMELDINGEN

De besproken theorie over vage en zwakke convergentie is grotendeels
ontleend aan BILLINGSLEY [6], CHUNG [7] en FABIUS & VAN ZWET [8]. Alleen
lemma 1.1 is overgenomen uit HEYER [13]. Zie overigens ook de appendix
in ROUSSAS [221].

De definities en eigenschappen van de variatie-afstand van Kolmogorov
en van de Hellinger-afstand worden deels in ROUSSAS [22] en deels in LECAM
[17] besproken; zie ook LECAM [19] en KRAFT [15].

De behandeling van naburige rijen kansmaten berust voornamelijk op
ROUSSAS [22] en WITTING & NOLLE [24]. De definities van LN en AN,(zie
(1.13) en (1.14) zijn overgenomen uit WITTING & NOLLE [24]. De formulering
van stelling 1.13, ontleend aan ROUSSAS [22], is in verband hiermee enigs-
zins gewijzigd en het bewijs van ROUSSAS [22] daardoor sterk vereenvoudigd,
ook al berust het op precies dezelfde ideeén. Overigens zijn stelling 1.13
en 1.14, evenals het merendeel van de daarop volgende resultaten, in es-
sentie reeds aanwezig in het werk van LECAM [16]. Stelling 1.15, voorbeeld
1.1 en 1.2, gevolg 1.16 en 1.17 en stelling 1.19 zijn overgenomen uit
ROUSSAS [22]. Tenslotte is gevolg 1.18 een iets gewijzigde versie van een
resultaat uit WITTING & N6LLE [247].
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Hoofdstuk 2 ASYMPTOTISCHE TOETSINGSTHEORIE

Dit hoofdstuk is gewijd aan de asymptotische toetsingstheorié, waarbij
we ons de resultaten van het vorige hoofdstuk ten nutte zullen maken. We
veronderstellen in het vervolg dat de kansmaten op de uitkomstenruimte
productmaten zijn. Deze veronderstelling maakt de toepassing van .de resul-
taten van hoofdstuk 1 wezenlijk eenvoudiger.

We beginnen dit hoofdstuk met de invoering van asymptotische toet-—
singsproblemen en de fundementele definitie van een rij asymptotisch meest
onderscheidende toetsen bij toenemende steekproefomvang N, waarbij nul-
hypothese en alternatieve hypothese (of kortweg alternatief) voor elke N
enkelvoudig zijn. Daar bij toenemende N de limiet van het onderscheidings-
vermogen van een rij toetsen in een vast alternatief gewoonlijk 1 is,
blijkt het zinvol de alternatieven van N te laten afhangen en wel z8 dat de
bijbehorende rij kansmaten (eenzijdig) naburig is ten opzichte van de rij
kansmaten die met de nulhypothese correspondéert. Uiteraard kunnen we ons
enkelvoudige nulhypothesen en enkelvoudige alternatieven steeds ingebed
denken in samengestelde nulhypothesen en samengestelde alternatieven.

Vervolgens gaan we over tot het belangrijkste probleem van dit hoofd-
stuk: de constructie van een rij asymptotisch meest onderscheidende toetsen,
bij enkelvoudige nulhypothesen en enkelvoudige alternatieven. De hierbij
gemaakte onderstellingen worden nog wat nader toegelicht met behulp van de
Hellinger-afstand tussen de (geparametrizeerde) kansverdelingen corres-
ponderend met nulhypothese en alternatief.

Tot besluit van dit hoofdstuk besteden we enige aandacht aan het be-
grip asymptotische relatieve doeltreffendheid.

In dit hoofdstuk beperken we ons ‘tot het bijzondere geval dat
(X,A) = GRK,BK), voor zeker vast natuurlijk getal k, waarop een familie
kansmaten {P;, ¢ € T} gedefinieerd is zodanig dat Pe # PT als 8 # v (6,7eT).

We noemen ¢ ¢ T een parameter. Voor N = 1,2,... beschouwen we de product-
. N N . .
ruimte (X ,A"), een willekeurig element z(N) = (z(N,1),...,z(N,N)) € ™ en
de bijbehorende productmaat P = Hg_1 P;(N n) op deze productruimte. Met
= H

(W)
het oog op meersteekproeven problemen laten we toe dat alle componenten

van deze vector van parameters onderling verschillend zijn. Het zal soms de
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formulering ten goede komen als we ons deze productmaat geInduceerd denken
door een stochastische vector XN = (XN1""’XNN)’ waarvan de componenten
Xyp ©+0- zijn en waardenbereik in X hebben (n=1,2,...,N). Daarom zullen we
N 4Ny .
(X" ,A%) ook wel de steekproefruimte noemen. Voor de verwachting van een
stochasti thei = 1] i :

sche éroo‘held T T(%ﬂ) zullen wij de notatie E T := Tch(N)
en voor de variantie Vang(N)T gebruiken. Tenslotte zullen wij de ver-
zameling van alle rijen {S(N)} van geordende N-tallen parameters met S aan-

duiden.
Laten nu {8(N)} en {1(N)} twee elementen van S zijn. Voor iedere

N=1,2,... enn=1,2,...,N zij Wy o een o-eindige maat op (X,A), die
2

P . .. _ + .
en ) domineert (bijvoorbeeld “N.n PG(N,n) Pt(N,n)) Ten

P
6(N,n) t(N,n
icht ft P d i id i i
opzichte van “N,n heeft o(N,n) e dichthel gB(N,n) en PT(N,n) de dichtheid
Dan zijn de productmaten Pe(N) en PT(N) absoluut continu ten opzich-

N .
=1 uN,n met dichtheden

Er(N,n)"
te van uN =1

N
Pe(N)(X1’°"’xN) =T ge(N,n)(Xn)’
(2.1)

N
PT(N)(x1""’x1\l) = Hn=1 gT(N,n)(xn)’

respectievelijk, voor alle (X1""’XN) € X~

zZij 0 cog < T en 6(N) # t(N) voor iedere N. Onder het (eindige) toet-
singsprobleem (aN;e(N)iT(N)) verstaan we het probleem om Pe(N) tegen PT(N)
te toetsen met een onbetrouwbaarheidsdrempel Oy We noemen een toets wN

een toets voor dit probleem, indien

(2.2) JdePB(N) < oy

7ij 0 < a < 1. Onder het asymptotische toetsingsprobleem
(a;{6(N)},{7(N)}) verstaan we het probleem om, voor iedere N, PB(N) tegen
PT(N) te toetsen met een zodanige onbetrouwbaarheidsdrempel oy dat
limsupy oy < o. We noemen o de asymptotische ombetrowwbaarheidsdrempel

en {wN} een rij toetsen voor dit probleem, indien

(2.3) limsupN_>00 JdePe(N) < a.
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Als de limieten

limmgm wadPe(N) en l:'LmN_)m IdePT(N)

bestaan, zullen wij deze respectievelijk de asymptotische onbetrowwbaarheid
(met betrekking tot {Pe(N)}) en het asymptotisch onderscheidingsvermogen
(met betrekking tot {PT(N)}) van de rij toetsen {wN} noemen.

DEFINITIE 2.1: Zij {wN} een rij toetsen voor het asymptotische toetsings—
probleem (a;{6(N)},{t(N)}) met 0 < o < 1. Dan heet de rij toetsen {wN}
consistent met betrekking tot de rij alternatieven {t(N)} als

(2.4) :LimN_Hm Jq,Nd_PT(N) =1

DEFINITIE 2.2. Zij {¢N} een rij toetsen voor het asymptotische toetsings-
probleem (a;{6(N)},{t(N)}) met 0 < a < 1. Indien

liminfy J(¢N-¢N)dPT(N) >0

voor iedere rij toetsen {¢N} voor het bovengenoemde asymptotische toetsings-
probleem, dan noemt men {¢N} een asymptotisch meest onderscheidende (Engels:
asymptotically most powerful, afgekort tot AMP) rij toetsen voor het pro-
bleem (o3{6(N)},{t(N)}).

Op grond van het lemma van Neyman-Pearson (zie inleiding) bestaat er
een meest onderscheidende toets voor ieder probleem (a;8(N),t(N)) met

0 < a < 1. Hierop is de volgende stelling gebaseerd.

STELLING 2.1: Zij 0 < a < 1 en ¢§ de meest onderscheidende toets voor het

*
probleem (0;6(N),t(N)), N = 1,2,... . Dan is de rij {¢N} asymptotisch meest
onderscheidend voor het probleem (a;{6(N)},{t(N)}).

BEWIJS:

Beschouw een willekeurige rij toetsen {wN} voor het probleem
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(a3{6(N)},{t(N)}) en zij ay = [¢NdPe(N)‘ Dan geldt dus dat

llmsupN ay < . 7ij o, := max(a,o ), dan geldt dus limN = q. Zij

N

voorts ¢N de meest onderscheidende toets voor het probleem (aN,e(N) w(N)),
~k

N=1,2,... . Dan is N T(N) < ¢N (X)) voor alle N, zodat de stelling

bewezen is zodra we hebben aangetoond dat

(2.5) limg J(¢§—$§)6PT(N) = 0.
7ij voor N = 1,2,
(N) Joe Xy /By (xl, cooxy) als (xgse..xy)ely
Ly(xqs W
® als (x1,...,xN)eI§,

waarin Iy > 0} (vergelijk (1.13)). Dan hebben op grond van het

e(N)
lemma van Neyman-Pearson ¢§ en ¢N respectievelijk de gedaanten

*

o = K (eg,e) T Mkge ()

en
b= Xm oy (Tp) * YXpe 3(Dy)
N (Bgs=) "N LSS h
voor N = 1,2,... . Hierin is ZN < ¢y voor iedere N daar EN > a. Bovendien
is E < 1, zodat wegens de Markov-ongelijkheid

o(m)tw <

@ < Py LN>c )<c N)LN<c (¥=1,2,...).

* ~ -1 .
> 0} c {cN <Ly j_cN} c {LN < o '} voor iedere N.

Hieruit volgt {$; - ¢N

Maar dan is
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0< J(?b'*—«b*)dP = J (3r-0X)ap_, | =
N "N t(n) {LN59—1} N N T T(N)

5 (Fy=63)P_(qyduy <
D P =1,"'N "NF(N) TN —
INﬂ{ T(N)/ e(N)_<_0L }

A
Q
1
-
S
1
-

~%k *
(¢N—¢N)p9(N)duN <

| A

-1 ~% * _ -1,~
o J(¢N—¢N)dPG(N) =a (O‘-N"(!) -+ 0,
zodat (2.5) inderdaad vervuld is. [0

Aan de hand van het volgende voorbeeld zullen we zien dat het asympto-
tisch onderscheidingsvermogen de waarden 1 en o, maar ook een willekeurige
waarde tussen o en 1 kan aannemen. Dit laatste geval is voor ons doel het
meest interessant. Deze drie situaties doen zich voor al naar gelang de
"afstand" tussen nulhypothese en alternatief te groot blijft, te snel af-

neemt, of op een geschikte wijze convergeert.

VOORBEELD 2.1: Laten de componenten XNn van de stochastische vector XN hun
waardenbereik in R hebben en laten zij een N(z(N,n);1) verdeling bezitten.
Een voorbeeld van een &én-steekproef probleem is het probleem (a38(N),t(N)),
waarin 0 < o < 1, 6(N,n) = 8 ;n ©(N,n) = by > 8, voor vaste 6, en

n*= 1,2,..i,§. Zij X = gl Zn=1 Xy, Voor iedere N is dan de toets

oy i X({Nz(XN.—eo)>E1-a}) meest onderscheidend voor dit probleem. Op grond
van stelling 2.1 is derhalve de rij toetsen {¢§} asymptotisch meest onder-
scheidend voor ieder probleem (o;{6(N)},{t(N)}), waarin 6(N) en t(N) voor
iedere N van het zojuist beschreven type zijn.

Het is eenvoudig in te zien dat

[q’;IdPr(N) = PT(N)<N%(XN.-6N)>E1—a-N%(6N_eO)) =

.
2
1 - @(51_a—N (eN—eO)).
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Hieruit volgt dat

.
é {e o]
1 als N (eN-eo) > +
1
* _ 3 _
J¢NdPT(N) > 1 - e(g_-n) als N°(8y-6,) > n > 0
1
2
a als N (eN-eo) > 0.

Als Né(e -9 ) + o, dan is de rij toetsen {¢ } dus consistent. Voor de asymp-

totische theorle zijn echter rijen {t(N)} met t(N,n) = 6, + nN -3 + o(N 2)

0
voor N + « het meest van belang.

VOORBEELD 2.2: Laten de componenten an van de stochastische vector XN als
waardenbereiklR2 hebben en een twee-dimensionale normale N(0,031,1,z(N,n))
verdeling bezitten met -1 < ¢(N,n) < 1 (alle N en n). De limiet van het
onderscheidingsvermogen in 1(N) van de meest onderscheidende toets van de
nulhypothese 6(N,n) = 0 (alle N en n) tegen t(N) ligt weer strikt tussen a

en 1 bij de keuze
-1 -1
t(N,n) = nN 2 + o(N ?), n=1,2,...,N,
voor vaste doch willekeurige n # 0, als N - .
VOORBEELD 2.3: In de notatie van voorbeeld 2.1 verkrijgen wij een ander

voorbeeld door de nulhypothese 8(N,n) = 0
tegen het alternatief t(N,n) = 7

0 voor n = 1,...,N te toetsen

voor n = 1,...,N, en t(N,n) = 1. _ voor

N 2N
n = N,+1,...,N. Hierin is N = N, + N,, 6, een vaste constante en 7, #1

De limiet van het onderscheidingsvermogen in t(N) van de meest onderschei-
dende toets ligt strikt tussen o en 1 bij de keuze

11 1 -1
2N2NT2 + o(N

2
6 —nN1 o 1 )a

0

7(N,n) n=1,.e..,N

1?
1 1

-3 -3
by * nN1N2 N ° + O(N2 ) n

t(N,n) N,+1,...,N,

1

voor willekeurige doch vaste n # 0, als N,N1,N2 > oo,
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In de volgende stelling wordt een klasse van asymptotisch meest onder-
scheidende toetsen aangegeven, onder voorwaarden die naburigheid impliceren.
Het bewijs van de ételling berust op enkele algemene resultaten van het
vorige hoofdstuk. In de definitie van AN in (1.14) moet men nu Py door

pe(N) en qN door PT(N) vervangen denken.

STELLING 2.2: Stel dat voor zekere constante 0 < 0 < = geldt

1 2. 2
L(AN!PG(N)) __‘Z N(-30 569),
als N > =, en laat TN een stochastische grootheid zijn op (XN,AN), zodat

oT - A —> 30,
N N P9<N)

als N > », Dan is {Pe(N)}<> {PT(N)} en, als N + o, geldt

2
(2.6) ol - A —> 10°,
N N PT(N)

\
(2.7) L(TNIPB(N)) —, N(0;1), L(TNIPT(N)) —, N(o31).
Kies {cN} zodanig dat ey E]—a’ als N + », voor zekere O < o < 1. Dan is

bovendien de rij toetsen {¢N} = {x({TN>cN})} asymptotisch meest onder-
scheidend voor het probleem (o;{6(N)},{t(N)}), met asymptotisch onderschei-

dingsvermogen
(2.8) lime f¢NdPT(N) =1- (g o).
BEWIJS:

De naburigheid volgt onmiddellijk uit het gegeven en gevolg 1.16. De rela-
ties (2.6) en (2.7) leidt men direct af uit gevolg 1.18.

Uit het gegeven blijkt dat {¢N} een rij toetsen voor het probleem
(a3;{6(N)},{7(N)}) is, aangezien limg PO(N)(TN>CN) = o. Op grond van het
lemma van Neyman-Pearson kan men ook (AN-F%GZ)/G als toetsingsgrootheid
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voor de meest onderscheidende toets voor het probleem (036(N),7(N)) gebrui-
ken. Dan is dus op grond van stelling 2.1 de rij toetsen

*

1633 = (L (ag+30®)

/o>k})}
voor geschikt gekozen kN asymptotisch meest onderscheidend voor
(a3{6(N)},{t(N)}). Uit het gegeven van de stelling volgt dat k> £,  als

N > ». Wegens (2.6) en (2.7) geldt onder het alternatief

Limg, Py (Aytdo®) fovky) =

imyg, ., B (2o /o) =

1-e(g,_ o) =

limN_)m PT(N)(TN>CN) 1

wearin de tweede overgang gelmpliceerd wordt door gevolg 1.17. Maar dit be-
tekent dat ook de rij toetsen {¢N} asymptotisch meest onderscheidend is
voor het probleem (a3{6(N)},{r(N)}). O

Ook de volgende stelling sluit bij de resultaten van het vorige hoofd-
stuk aan. Omdat wij nu met productmaten te maken hebben kunnen wij voor
iedere (x1,...,xN) € IN n JN (zie (1.14)) schrijven

_ N —
(2.9) My = 2oglp (1) /ey = Lnay 10806 (3, n) Bo(w,n)? =

N - 3 _
2] p=1 108l (y,0) 80 (w,n)) ©
= 22“ (C / ]%-1) + restt
= n=1 gr(N,n) ge(N,n) restterm.

Met het oog op (2.9) is het nuttig de stochastische grootheden
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2([g'r(l\l,n)(XNn)/ge(N,n)(Xl\ln)]én1) als XNn € INn’

(2.10) Wﬁn =
0 anders,
_ N
Wy = zn=1 Wn®

in te voeren. De bijzondere vorm waarin AN in het geval van productmaten
gegeven kan worden, maakt de verificatie van de volgende hulpstelling met
behulp van de centrale limietstelling mogelijk. Deze hulpstelling staat

bekend als het "tweede lemma van LeCam".

STELLING 2.3: Laat voor iedere ¢ > 0 de voorwaarde

(2.11) limN+w ma'Xn=1,...,N PG(N)(|gT(N,n)(XNn)/ge(N,n)(Xﬁn)—1I>E) =0,

vervuld zijn.

Dan geldt, als N > », voor iedere 0 < ¢ < » de volgende implicatie:

W_ - A — a“/h,
N N PS(N)

(2.12) L0y 2o y) —, N(=02/4,02) —>

8(N

2 2

L(AN]P ) —, N(-30°,0%).

o(N)
BEWIJS:
Onderstel dat de relatie links in (2.12) juist is. Het is voldoende te be-

wijzen dat

omdat de andere bewering hier een onmiddellijk gevolg van is.
Zij h : R + R tweemaal continu differentieerbaar. Dan is voor elke

U.O 51‘?

1
h(u) = h(uo) + (u-uo)h'(uo) + %(u—uo)2 fo 2(1—z)h"(u0+z(u-uo))dz,
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zoals men eenvoudig inziet door parti&le integratie ven de integraal. Hier-

uit volgt dat voor XN € IN n JN

log(gT(N,n)(XNn)/ge(N,n)(an)) =2 lOg(1+%WNn) =

2 | 2
= — 1 -— ! -
W (a)wy J 2(1-z) (1432w ) ~dz,

0
en dus

v o2 [ 2
= — 1 -— 1 -
Ay = Wy = () Yo=1 Yin [o 2(1-2) (1+3zW ) “dz.

. c . . .
Dit geldt zelfs voor alle XN € IN (als XN € IN n JN’ dan zijn beide leden
-w), zodat de gelijkheid Pe(N) - b.o. geldt.

Definieer voor § > O

Wy als |w | <,
n,s T
0 anders,
n=1,...,NenN=1,2,... . Op grond van de normale convergentiestelling

(zie LOEVE [21], p.316) impliceert voorwaarde (2.11) en
2,2
L(WN!PG(N)) —, N(-0%/4;0%) dat voor elke e > 0 en elke § > 0

(2.13) Limg Zg=1 Pe(N)(len]>e) =0,
(2.14) vim, I Eo(w)¥m,e -2/,
(2.15) ].].]]LN_>O° zg=1 VMB(N)WNH,6 = 0'2.

Uit (2.13) volgen de beide relaties

1
-2
max IJ 2(1-z)(1+3zW_ ) “dz - 1| —- 0,
<<l ' Nn Po ()
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ZN w2 ) = 1.

. N
Limy e, Po () Dnmr¥in = Iy N,

Nn=
Hieruit volgt dat voor N -+

1 -1
N 2 ) 2. [
Zn=1 W JO 2(1—2)(1+22WNn) dz [zn=1 Wﬁn] *p 1.

Het is dus voldoende te bewijzen dat

ZN_1 w§ *5 2.
n= n S(N)
We zullen nu laten zien dat voor elke vaste € > O en n > 0 er een

§ > 0 bestaat zodat

N 2
P(] e wﬁn,& -0l >e) <

als N voldoende groot. Tezamen met (2.13) impliceert dit Juist dat

g=1 Wﬁn in waarschijnlijkheid convergeert naar 02.

Hiertoe bewijzen wij eerst dat

R 2 242
(2.16) lime Xn=1 Ee(N)wNn,G o

Daar (2.15) gegeven is, is (2.16) equivalent met

. N 2 _
(2.17) llmN+w Zn=1 (EG(N)WNn,ﬁ) = 0.
Zij § > 2. Dan is Wﬁn,s f-wNn’ omdat wNn > -2 op grond van de definitie van

WNn' Toepassing van de ongelijkheid van Schwarz geeft

B () "wm,s = Bo(w)"wm = 2f1 e (w,n)/8(w,n))" - 1P (y,n) =
Nn

,

- 2 3 -

= EJI 8(N,n)8 (N,n)™N,n = ZPo(w,n) Tyn) <
Nn

|A

2 -
2[f gT(N,n)duN,nxJ gG(N,n)duN,n] -2
I I
Nn Nn
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1
= 2
= 2[PT(N,n)(INn)] - 2<0.

Maar dan is voor § > 2

)2 <[min

N
E N
zn=1( o(N)"n, s 1§p§NE6(N)WNn,6] Zn=1 Ee(N)WNn,a'

Voorts volgt uit voorwaarde (2.13) en de begrensheid van wNn s dat
k]

1lim min E 0.

) W
N0 1<n<N

Nn,§ =
Mede op grond van (2.14) vinden wij dus dat

: N 2 _
Un Yooy o) Yia,e)” = O

N>

voor 8 > 2. Maar dan geldt deze relatie voor elke § > 0. Immers, als

Yy £2 < 8§, dan is

N
zn=1 Var

N 2 N
2n=1(Ee(N)wNn,Y) = zn=1 EG(N)wsn,Y - S(N)wNn,Y =

N > N _
< Tom1 Eo(w) i, - o=t V2% (1)

N 2 . oN N
= Lot Bo(m)in,s) * In=1 "Mo(w)"m,s - Lo=1 V%% () y

wegens (2.15). Hiermee is (2.17) en dus (2.16) bewezen.
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Vervolgens merken wij op dat voor elke 6 > 0

N N h 2 N
Lo Varg (ny¥, Nn s < le o(m)m,6 <8 1

E., W

n=1 "6(N) Nn,6’

zodat op grond van (2.16)

: N 22
1 W
ISP et VW ()i, 5 < 8707

Combineren wij dit met (2.16), dan volgt uit de ongelijkheid van Chebyshev
dat bij vaste € > Oenn > 0

Pe(N)(|2g=1 Wﬁn,a'°2[>€) <n

voor voldoend kleine § en alle N > NG’ waarmee het bewijs voltooid is. [J

De voorwaarde (2.11), die inhoudt dat de wNn uniform asymptotisch ver-
waarloosbear zijn, is de zwakste algemeen bekende voorwaarde waaronder nog
centrale limietstellingen (zonder eisen omtrent het bestaan van momenten )
bewezen kunnen worden. In WITTING & NOLLE [2L] wordt in plaats van (2.11)
de sterkere voorwaarde opgelegd dat

W= - oz/h en lim

W. =0 |,
N> Nooo N

““e(N)
waardoor het bewijs iets eenvoudiger wordt.

Als men in stelling 2.3 eist dat L(W | PG(N)) + N(ujo ) met u # _52/h,
dan vindt men op precies dezelfde wijze dat L(AN | e(N)) > N(u—c /40 ),

dan zijn {PG(N)} en {PT(N)} dus niet naburig (zie gevolg 1.16).

Alvorens wij de centrale stelling van dit hoofdstuk, stelling 2.5,

formuleren, vermelden wij nog een technisch lemma.

LEMMA 2.4: Zij (Q,A) een meetbare ruimte, voorzien van een o-eindige maat p.
7ij {hN} een rij kvadratisch u-sommeerbare functies, welke u-b.0. con-
vergeert naar een kwadratisch pu-sommeerbare fgnctie h. Als

limsupN+w Jhﬁd” i.thd“’
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dan geldt

1imN+m f(hN~h)2du = 0.

BEWIJS:
7ie HAJEK & SIDAK [121, p.15L4 of, voor een soortgelijk resultaat, WITTING &
NOLLE [241, p.178. O

Aangezien de voorwsarde, waaronder wij stelling 2.5 zullen bewi

dA
hoofdstuk 3 een rol speelt, zullen wij deze apart vermelden.

VOORWAARDE (I): De familie kansmaten {PC’ z e T <R} op (X,A) wordt gedomi-

neerd door een O-eindige maat u. De dichtheid van PC ten opzichte van u

noteren wij met g, Voorts is 90 een ophopingspunt van T en noteren wij Pe
. . Cy _ o]

en g, kort als Po en gg. Er is een verzameling XO e A, met u(XO) = 0,

zodat g.(x) > 0 en & (x) := 3g (x)/dz| _, bestaat voor alle x e X . Ten-

0 0 4 C—SO 0
slotte geldt

(2.18) féodu =0, o0c< I(éé/go)du =J, <

( . 3 3.2 )y 2au =

2.19) hmc+eo J(gc—go) (z-8,) “an =
= [1in__ (e2-g)2(z-0 )% (= 7 /1)
= 1m2;_>eo gc—go C—eo vy =4J, .

De grootheid Jo, die in (2.18) optreedt, noemt men wel de Fisher—informatie

in 90 van de familie dichtheden {gg, t e T}
STELLING 2.5: Laat de familie {P;’ z ¢ T c R} aan voorwaarde (I) voldoen.

Bovendien is gegeven dat 6, en t(N,n) voldoen aan

‘ 2 N 2 2
(2.20) max, ., L T(Mon) - 851" > 0, L= [t(@,n) = 8,1% > n%,

\
voor zekere O < n < », als N > «, Zij Pg de productmaat Hﬂ=]PO en zij
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Sy = [T(N’n)"eo][é0<XNn)/go(XNn)]’

._ N
SN T zn=1 SNn’

voor N = 1,2,... enn=1,...,N.

Dan geldt {Pg} <> {PT( } en bovendien, als N +> o,

N)

N .2
(2.21) L(SNIPO) —, N(osn®,),
.2

(2.22) Sy = My — y 27,

P

0
N -

(2.23) L(ANIPO) —, N(=2n"J35n Iy

;
Kies {cN} zodanig dat ey nJSg]_a, als N + », voor zekere 0 < o < 1. Dan
is de rij toetsen {¢N} = {x({SN>cN})} asymptotisch meest onderscheidend

voor het probleem (a;{6(N)},{t(N)}), met 6(N,n) = 6_ voor N = 1,2,... en

0
n=1,...,N. Het asymptotisch onderscheidingsvermogen is gelijk aan

(2.2k) 1imN%o j¢NdPT(N) =1 - @(51_a-nJé).

BEWIJS:

D;ar AN2= Sy * (AN—SN), volgt (2.23) direct uit (2.21) en (2.22). 7ij
o = Jo.

Wij bewijzen eerst (2.21). Onder Pg is SN een som van N onderling on-
afhankelijke stochastische grootheden SNn’ die wegens de eerste relatie in

(2.18) voldoen aan Ee( = 0 en Var = [t(N,n) - SOJ2JO, zodat

N)SNn S(N)an

uit de tweede relatie in (2.20) volgt

. _ 2
llmN+m Vane(N) SN =0 .

Als 02 = 0, dan volgt uit de ongelijkheid van Chebyshev dat SN — N o,
P
zodat (2.21) dan juist is. Onderstel nu dat 02 > 0. Definieer 0
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Syn += BolKyn) /8o Ky, »
en kies een vaste € > 0. Dan is voor N > =
[o®+0(1)17 Th_ EgySaalx({t2e0%0 (1)) (|5 )1 =

= [o2+0(1)17" Zg=] [r(N,n)—GO]2 x

x Eg Sl x({LT(N,n)-8 Tezearo (DN (|8 NI » o

Immers enerzijds geldt Z§=1 [T(N,n)-eo]2 > n2 < ®» wegens (2.20) en ander-
zijds volgt, eveneens uit (2.20),

W, {Tr(W,n) -0 26 > eo + o(1)} + 8,

zodat volgens de gedomineerde convergentiestelling (met majorant (§N )2

zie (2.18))

3

~2 ~
max, oy Ee(N)SNn[x({ET(N,n)-GO]tiecHO(1)})(|SNn| )1 ~ o.

Aan de Lindeberg-voorwaarde is derhalve voldaan, zodat (2.21) geldt op
grond van de centrale limietstelling van Lindeberg-Feller.

Vervolgens leiden wij (2.22) af uit (2.21) en stelling 2.3. Laten WNn
en WN gedefinieerd zijn als in stelling 2.3. Dan geldt

(2.25) Limy,, Eq o)Wy = —o2/L.

Tmmers, wegens (2.19) en (2.20) is
_ N _ N 3 -
Eo(m)¥ = Ln=1 Eo(m)"m = 2 Lo=1 [[(gT(N,n)/go) -gydu =

= -3V lr2g. -2 ; g%]du =
n=1 80781 (n,n)%0
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'ZE— J[gT(N n)"go] du =

;
= Doy Cenn)-012 [Tl - 12r(,n)-01 % »
2
> -n Jo/h.
Voorts is
(2.26) limg . EG(N)(W e(N)w Sy )2

omdat voor N - «

Bo () (Mo ()"~ SN) = Varg ) (iy=Sy) =

)2 =

_ N N
- Zn=‘l UMG(N)(WNn_SNn) < 2n=1 EB(N)(wNn-SNn

N 1 . ~ .2
4 Z‘n=1 Ee(l\l){[g't(l\l,n)(xl\ln)/go(xl\ln):|§ -1- EET(N’H)—GOJSNn} -

2 , .
b Xg=1 [r(,n)-6,] EG(N){HgT(N,n)(XNn))é- (g5 (X)) *D

x Te(N,m)-0017 Ly (% 0172 - 2, (x )/e, (%, 32 + o,

waarbij de limietovergang met behulp van lemma 2.4 volgt uit (2.19), (2.20)
en de convergentie b.o. naar 0 van de vorm tussen accolades in het laatste
1id.

Uit (2.26) volgt dat voor N » «

(2.27) Wy - Ee(N)WN - 8y ——»PN 0.
0
Daar W = (W _EG(N) ) + EG(N)WN + SN, lmpliceert deze relatie samen met

(2.21) en (2.25) dat
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N 2,.2
L(WNIPO) —, N(=o"/b30%).

Bovendien is aan voorwaarde (2.11) van stelling 2.3 voldaan. Immers, voor

elke 0 < € < 1 1is

1
{IgT(N,n)/gO - 1[ > e} e {|( /go)é - 1| > e/3},

€ (¥,n)

zodat op grond van de ongelijkheid van Chebyshev, (2.19) en (2.20) volgt

limN»m max1§p§N PO(|gT(N,n)(XNn)/g0(XNn)—1[Zﬁ) =

|A

limsupN*w max1§P§N PO(I(gT(N’n)(XNn)/go(XNn))5—1|Z§/3) <

. 2 3 2 _
limsupy, meX ) oy 9¢ Ee(N)[(gT(N,n)(XNn)/gO(XNn)) -11 =

| A

= 9e_2 limsupy,,, max <n<
3 3-2 -2
x JEST(N,n)-gOJ [T(N,n)-eo] du =+ O.
Derhalve volgt uit stelling 2.3 dat

Wy = Ay — oz/h.

N N
PO

Maar omdat Sy - Ay = <SN_WN+E6(N)WN) + (WN—AN) - Ee(N)wN’ leiden wij uit

(2.25), (2.27) en bovenstaande relatie direct af dat

S - A — %ce.

N
Fo
De relaties (2.21) en (2.22) impliceren onmiddellijk (2.23) en daarmee
N
{PO} < {PT(N)}'
De laatste beweringen van de stelling betreffende de asymptotische
optimaliteit en het asymptotische onderscheidingsvermogen van de rij toet-
sen {¢N} volgen onmiddellijk uit (2.22), (2.23) en stelling 2.2. [
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In het volgende zullen wij voorwaarde (2.20) wat nader toelichten.
In voorbeeld 2.1 zagen wij reeds dat de afstand tussen de parameters,
corresponderende met het alternatief, en de parameter, corresponderende
met de nulhypothese, niet te snel maar ook niet te langzaam naar 0 dient
te convergeren opdat het asymptotisch onderscheidingsvermogen strikt tussen
o en 1 ligt. Deze eis herkennen wij voor een wat algemenere situatie in
(2.20). Wij zullen nu echter laten zien dat de Jjuiste orde van de conver-
gentie-snelheid van de parameters in wezen bepaald wordt door het gedrag
van de Hellinger-afstand (zie definitie 1.10) tussen de kansmaten, behorende
bij deze parameters. In het geval van stelling 2.5 kunnen, onder voorwaarde
(I), de eisen opgelegd aan de parameters herleid worden tot analoge VOOr-
waarden voor de Hellinger-afstand.

Zij voorwaarde (I) vervuld. Dan is de functie
(2.28) A(z) :=8(P, ,P )
90 T

:= A'(6.), dan is

differentieerbaar in 6, op grond van (2.19). zij AO : o)

wegens (2.18)
(2.29) 0 < }Aol < @,
LEMMA 2.6: Zij voorwaarde (I) vervuld. Dan is (zie (2.20))
2 N 2 2
max, oy [1(N,n)-6,1° » o, Zn=1[T(N,n)—SOJ >
(voor N+w) equivalent met
(2.30) max [s(P, ,P )12 > 0
: 1<n<N eo’ (N,n) >
N
zn=1 [6(PGO’PT(N,H))]

BEWIJS:
Zij (2.20) vervuld. Dan is

[8(2)1% = (z-00)% &2 + 0((z-0,)?),
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als ¢ > 8, aangezien A(SO) = 0. Laten we nu voor ¢ de waarden t(N,n) sub-

stitueren. Door het maximum over n te nemen vinden wij

maxn=1,...,N [A(T(N,n))]2 = Ag maxn=1:..-’N [T(N’n)—eoj2 * 0(1)’

als N»«,'Sommeren over n geeft

N 2 _ 2 N 2
Lo [8(x(@,n))1° = ag L Cx(M,n)-6,17 + o(1),
als N+, Uit deze beide relaties volgt onmiddellijk (2.30).

Zij nu (2.30) gegeven. Zij T(:) de inverse functie van A(:). Op grond
van (2.29) bestaat T(A) in een omgeving van A = A(eo) =0 en is T'(0) =
1/&0. Hieruit volgt dat voor A -+ 0

2 2 2

[T(8)-T(0)3° = 4% + (1/4)° + 0(a%).
Door substitutie van A = A(t(N,n)) in deze relatie leidt men thans (2.20)
op dezelfde wijze als boven af uit (2.30). O
i 2 33

In (1.12) hebben we reeds gezien dat [8(P,Q)1° = S(p°-q®)dn =
=2-2 f(pq)%du. Uit deze relatie volgt nu onmiddellijk het volgende ver-
band tussen de Hellinger-afstand van productmaten en de Hellinger-afstand
van hun componenten

(2.31) [G(Pe(N),PT(N))]Q

_ N . 2
=2-2 Hn=1(1-5[6(P6(N’n),PT(N’n))] ).

Uit lemma 2.6 blijkt dat voorwaarde (2.20) in stelling 2.5 vervangen
kan worden door (2.30). In feite is (2.30) een bijzonder geval van de iets
algemenere voorwaarde

(2.32) max )12\+ 0,

n=1,...,N Ca(

Po(w,n)*Fr(x,n)

N 2 2
zn=1 [(S(Pe(l\l,n)’P'r(I\I,n):I e

voor zekere constante 0 < a < «, als N»~. We zullen nu laten zien dat deze

voorwaarde impliceert dat
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1 1
(2.33) 0 < lim  8(Bg )P ) = [2-2 exp(- 1a°)12 < 22.

N>

Het is voldoende om aan te tonen dat

2

(2.34) lim 2§=1 lOg(1-%[6(P6(N n)’PT(N,n))]Z) = -z,

N->co
op grond van (2.31). Uit (2.32) volgt dat de logarithme in (2.3L) gedefi-

nieerd is voor voldoend grote N. Nu is, voor N-w,

zrI\I=1 108(1_%[6(P6(N,n)’PT(N,n))]2) =

1

N 2 N L
-z zn=1 I:6(1:6(1\I,n)’ch(l\T,n))] * o(zn=1[6(Pe(N,n)’Pr(N,n))] ).

Het gegeven impliceert

N I
zn=1 [6(P9(N,n)’PT(N,n))] =

2
R TTI [G(PS(N,n)’PT(N,n))] x

N 2
x Zn=1 [G(PG(N,n)’PT(N,n)):| >0,

als N>, waaruit (2.34) onmiddellijk volgt.

, Voorwaarde (2.32) sluit dus kennelijk uit dat llmm_)°° G(PS(N)’PT(N) =
22, Uit de volgende stelling blijkt dat deze laatste situatie ook niet erg
interessant is.

Z
. 1 = 2,

STELLING 2.7: Stel dat llmN*w G(PG(N)’PT(N)) 2
0 < a < 1 consistente rijen toetsen voor de problemen (a;{6(N)},{t(N)}) en

(as{t(N)},{o(N)}).

Dan bestaan er voor iedere

BEWIJS: N
Het is voldoende de stelling te bewijzen voor het probleem

(a3{68(M)},{7(N)}) met o = 0. Laten 0 < & < b < = twee willekeurige con-
stanten zijn en zij {kN} een rij getallen zodat a f_kN < b voor alle N.

Definieer de rij toetsen {¢N} door
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N } N 3
0 als I _, [gT(N’n)(xn)] S kg Ty Lge(N,n)(xn)J

¢N(x1,...,xN) =

N 1 N 3
1 als W _, [gT(N,n)(Xn)] > kg Ty [ge(N’n)(xn)]

Uit het gegeven en (2.29) volgt dat

- N
J¢NdPe(N) = J¢N(X1”"’XN) Mot Bo(w,n) Fn)Wn(Xpse - oxy) <

|A

-1 1
(k) f[n =1 8g(n, n)( e (N,n)(xn)]zd“N(x1""’XN)=

2)

-1
(kN) (1—%[6(P6(N)’PT(N))] > 0,

als N - «. Analoog bewijst men dat J(1_¢N)dPT(N) > 0, als N » »=. []

Aan de voorwaarden van stelling 2.7 is zeker voldaan als8(N,1) =...=
= o(N,N) = 8, en t(N,1) = ... = 7(N,N) = 6,, met 6, # 6.

Uit stelling 2.7 zien wij dat de voorwaarde d(Pe(N),P (N)) — 2
nodig is opdat b.v. {PT(N)} < {PS(N) . Immers, als {¢N} de rij toetsen uit
het bewijs van stelling 2.7 is, geldt Pe(N)({¢N>O}) + 0 terwijl
PT(N)({¢N>O}) > 1. Een nodige en voldoende voorwaarde voor eenzijdige na-
burigheid verkrijgen wij indien wij eisen, dat iedere rij toetsen met asymp-
totische onbetrouwbaarheid 0 ook asymptotisch onderscheidingsvermogen O
heeft.

STELLING 2.8: De volgende twee uitspraken zijn equivalent:
(a) voor iedere rij toetsen {wN} voor het probleem (0;{6(N)},{t(N)})

geldt dat wadPr(N) + 0, 8als N » o
(v) {PT(N)} < {PS(N)}
BEWLJS: N

. N

Stel dat aan (a) is voldaan en dat PG(N)(AN) + 0, als N > » (voor Ay € A7),
Kies {wN} = {x(AN)}. Aangezien dit een rij toetsen voor het probleem
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(0;{6(N)},{7(W)}) is, volgt uit het gegeven dat fx(AN)dPT(N) = PT(N)(AN)->0,
als N » =,

Laat nu omgekeerd aan (b) voldaan zijn en stel dat {wN} een rij toet-
sen is voor het probleem (0;{6(N)},{t(N)}). Hieruit volgt dat
PS(N)({¢N2£}) + 0, als N > », voor iedere € > 0. Op grond van het gegeven
({py=e}) > 0, als N » =,
) > 0, als N » », [J

houdt de laatste bewering in, dat PT(N)

voor iedere € > 0. Hieruit volgt dat wadPT(N
De karakterisering van eenzijdige naburigheid in stelling 2.8 berust op
rijen toetsen met asymptotische onbetrouwbaarheid 0. Hoewel in asymptotische
problemen de voorwaarde, dat de asymptotische onbetrouwbaarheid 0 is, zeker
redelijk is, hebben wij ons toch tot asymptotische onbetrouwbaarheidsdrem—

pels 0 < o < 1 beperkt.
GEVOLG 2.9: De volgende implicatie geldt:

By} A (B

Nl

1imN_)oo 6(P6(N),PT(N)) > 2° =

{PT(N)} 4 {PG(N)}'

BEWIJS:
Dit volgt ommiddellijk uit stelling 2.7 en 2.8. [J

Tot besluit van dit hoofdstuk zullen wij het begrip asymptotische re-
latieve doeltreffendheid van een rij toetsen met betrekking tot een tweede
rij toetsen invoeren. Wij geven alleen een definitie voor het geval, dat
beide rijen toetsen een asymptotisch onderscheidingsvermogen van de vorm
(2.8) hebben.

DEFINITIE 2.3: Voor i = 1,2 zij {¢iN} een rij toetsen voor het probleem
(a3{6(m)},{t(N)}), waarin 0 < a < 1, met asymptotisch onderscheidingsver—

mogen 1 - Q(El—a_ci) voor zekere o, > 0. De ‘grootheid

(2.35)  ARE(a3{o,y},{opp}3{t(M)}) = (0,/0,)2
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noemt men de asymptotische relatieve doeltreffendheid (Engels: asymptotic
relative efficiency, afgekort tot ARE) van de ri] {¢1N} met betrekking tot
de rij {¢2N} voor de asymptotische onbetrouwbaarheidsdrempel o en de rij
alternatieven {t(N)}.

In de laatste stelling van dit hoofdstuk zullen wij nader ingaan op de
asymptotische relatieve doeltreffendheid van een willekeurige rij toetsen
met betrekking tot een asymptotisch meest onderscheidende rij toetsen.
STELLING 2.10: Laat TiN een stochastische grootheid zijn op (XN,AN), voor
i = 1,2 en alle N, zodat

(2.36) L((T ) >, N(0,031,1,0),

o) | Po)

voor zekere 0 < p < 1, terwijl bovendien

(2.37) oTiy = Ay —p

ol
Q
-

8(N)

als N > =, voor zekere 0 < g < =, Kies de rij {CiN} zodanig dat cin ” €1’
als N + =, voor zekere O < a < 1 en beschouw de rij toetsen {¢iN} =
= {x({TiN:>ciN})}, i=1,2.
Dan is {¢1N} een asymptotisch meest onderscheidende rij toetsen voor
het probleem (a;{6(N)},{t(N)}) en
_ 2

ARE(a3 {6, ), (8,35 (x (M) = o2,
BEWIJS:
Uit (2.36) en (2.37) volgt, dat

L(ANlPe(N)) "‘*z N(-%O’ 50

b

zodat alle conclusies van stelling 2.2 van toepassing zijn op de rij toet-

sen {¢1N}’ die derhalve asymptotisch meest onderscheidend is en waarvoor
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(2.38) limy Jq)mdPT(N) =1 - @(51_a_g),
Uit (2.36) en (2.37) volgt bovendien, dat
(2.39) L(ysTo) | Bgiy) =, N(=30%,050%,1,0).
Met behulp van stelling 1.19 kunnen wij uit (2.39) afleiden, dat
(2.40) L(TEN’PT(N)) —, Nlpos31).
Uit het gegeven L(TENIPO(N)) —, N(031) kunnen wij concluderen dat de rij

toetsen {¢2N} een asymptotische onbetrouwbaarheid gelijk aan o heeft en,

in combinatie met (2.40), dat

(2.41) limg,, J¢2NdPT(N) =1-0(&,_ -p0).

De bewering betreffende de asymptotische relatieve doeltreffendheid volgt
nu onmiddellijk uit (2.38), (2.41) en definitie 2.3. [
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BRONVERMELD INGEN

De kern van dit hoofdstuk - stelling 2.1, 2.2, en 2.10 en in het bijzonder
stelling 2.5 - is ontleend aan WITTING & NOLLE [24]. De vorm waerin hier
het zgn. tweede lemma van LeCam wordt gepresenteerd is iets algemener dan in
[24]. De lezer wordt hiervoor naar HAJEK & SIDAK [12] verwezen. Als algemene
referenties voor de asymptotische toetsingstheorie vermelden wij verder
LECAM [16,171, HAJEK [10] en ROUSSAS [22], ook reeds in de bronvermelding
van het eerste hoofdstuk genoemd.

De relatie (2.31) tussen Hellinger-afstanden van productmaten en
Hellinger-afstanden van hun marginalen kan men bijv. ook bij LECAM [18]
vinden. LECAM [19] definieert de afstand tussen parameters als de Hellinger-
afstand tussen de bijbehorende kansmaten. Onder voorwaarde (I) is dit af-
standsbegrip equivalent met de Euclidische afstand tussen de parameters
(zie lemma 2.6). Stelling 2.7 vormt in wezen een gedeelte van de inhoud van
een door KAKUTANI [ 14] bewezen stelling; zie ook KRAFT [15]. Het resultaat
van stelling 2.8 wordt vermeld door HAJEK & SIDAK [12] en ROUSSAS [22].
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Hoofdstuk 3 ASYMPTOTISCHE OPTIMALITEIT VAN RANGTOETSEN

In het vorige hoofdstuk hebben we in stelling 2.5 gezien dat voor
zekere asymptotische toetsingsproblemen (a3;{6(N)},{t(N)}), waarbij voor
iedere N = 1,2,... een enkelvoudige nulhypothese 6(N) tegen een enkelvou-
dige alternatieve hypothese 1(N) getoetst wordt met een zodanige onbetrouw-
baarheidsdrempel oy dat limsupN+m ay < o onder voorwaarden welke naburig-
heid van de onderliggende kansmaten impliceren, asymptotisch meest onder-
scheidende toetsen geconstrueerd kunnen worden. Omdat de met deze toetsen
corresponderende toetsingsgrootheden afhankelijk zijn van de parameters
8(N) en t(N), zijn deze toetsen in het algemeen niet bruikbaar voor het
toetsen van een samengestelde nulhypothese tegen een samengestelde alterna-
tieve hypothese.

In dit hoofdstuk zullen we laten zien dat "asymptotisch uniform meest
onderscheidende" rijen toetsen voor enige bekende toetsingsproblemen uit de
verdelingsvrije statistiek, waarbij een samengestelde nulhypothese tegen
een samengestelde alternatieve hypothese getoetst wordt, gevonden kunnen
worden onder de rangtoetsen.

Hieraan voorafgaand geven we een uiteenzetting over de (eindige) theo-
rie der rangtoetsen. Meer in het bijzonder zullen we ingaan op de construc-
tie van "lokaal meest onderscheidende" rangtoetsen.(zie bijvoorbeeld
HAJEK & SIDAK [12]en WITTING & NOLLE [2L4]).

De theorie over asymptotische optimaliteit van rangtoetsen werd gro-
tendeels ontwikkeld door HAJEK [10]. Uitvoerige beschouwingen over dit on-
derwerp zijn te vinden in HAJEK & SIDAK [12] en WITTING & NOLLE [2L].

We beginnen de theorie van dit hoofdstuk met de introductie van enige
voor de theorie der rangtoetsen belangrijke begrippen en resultaten. Omdat
we voorlopig uitsluitend te maken zullen hebben met de situatie dat het
aantal waarnemingen N een vast doch willekeurig natuurlijk getal is, zullen
we de index N in onze notatie meestal weglaten. Zo schrijven we
X = (X1""’XN) in plaats van XN = (XN1""’XNN) en ¢ = (;1,...,cN) en

N _ _ N
PC =I_, Pl:n waar we ¢(N) = (z(N,1),...,z(N,N)) en P;(N) =T 4 P;(N,n)
bedoelen. Dikwijls schrijven we PN = Hg=1 Pn respectievelijk QN = Hﬂ=1 Qn
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N . .- N
=1l = .
6() n=1 PS(N,n) respectievell jk PT(N) I[n___1 PT(N,n)

Daar waar elementen 6(N) = (8(N,1),...,8(N,N)) en T(N) = (t(N,1),...,7(N,N))

in plaats van P

ter sprake komen schrijven we 6= (91,...,6N) respectievelijk T= (T1,.-.,TN).

Laten X1""’XN o0.0. stochastische grootheden zijn, met verdelings-
functies Fisew. Fy en bijbehorende kansverdelingen P1’°"’PN op (X,A) =
= QRk,Bk), voor een zeker vast natuurlijk getal k. Voorlopig zullen we ver-
onderstellen dat k = 1.

Bij een stochastische vector X = (Xl""’ ) met verdelingsfunctie
N_ N . . N_ N .
P = =y F, en productmaat P~ =1 _, P op (X
waarden x = (X1""’XN)’ definidren we

x(+) 2 x(, (),

e X

als de bijbehorende stochastische vector der naar opklimmende grootte ge-

(1) (m) (1) (w),

ordende componenten X seeesX , met waarden x 5eee X s Mm.a.w.

LD L (2) ()

< x < +.0 <X .

Zij verder, voor vectoren (x1,...,xN), waarvan alle componenten ver- -
schillend zijn, r het rangnummer van X in de geordende rij x(1) < x(e) <

< L.l < x(N);

De stochastische grootheid R = rn(X ..,X_) heet het rangnummer van X

.
(n=1,...,N). In het bijzonder belang;ijke sgeciale geval dat X1""’XN 0.0.
stochastische grootheden zijn en hun verdelingsfuncties F1""’FN allen
continu zijn, kunnen de waarden van X1""’XN met kans 1 ondubbelzinnig
naar grootte gerangschikt worden. De rangnummers R1""’RN zijn dan met
kans 1 goed gedefinieerd. De stochastische vector R = (R1""’RN)’ de vec-
tor der rangnummers, heeft als mogelijke waarden r = (r1,...,rN) de N! per-
mutaties van (1,2,...,N). De collectie van alle N! permutaties van
(1,2,...,N) zullen we met R aanduiden. We merken nog op dat X1"°"XN uit
(1) (w)

se e sX en R1""’RN gereconstrueerd kunnen worden. Er is een 1-1-



60

duidige correspondentie tussen (x1,...,xN) en (x(1),...,x(N)) voor iedere

waarde R = r van R.

In het vervolg zullen we veelvuldig te maken krijgen met de situatie
dat X1""’XN 0.0. identiek verdeelde stochastische grootheden zijn, ieder
met continue verdelingsfunctie F en bijbehorende kansmaat P op (X,A) =
= (R,B). Dikwijls spreekt men dan van een (aselecte) steekproef van omvang
N uit de kansverdeling P met verdelingsfunctie F. De bijbehorende stochas-

(M, xWy

tische vector (X wordt dan de geordende steekproef (Engels:

order statistics) genoemd.

LEMMA 3.1: (a) Laten Xy5+++,X; 0.0. stochastische grootheden zijn, ieder
met continue verdelingsfunctie F en kansverdeling P op (R,B). Dan geldt

(r_ )
PN(R=r) = PN({(x1,...,xN) :x=x O , n=1,...,N}) = ﬁ%

n
voor alle r = (r1,...,rN) e R.
(.) .. ..
(b) X*°/ en R zijn onafhankelijk.
(c) Indien bovendien P absoluut continu is t.0.v. een c-eindige maat u op

(R,B), met dichtheid f, dan wordt de simultane dichtheid van
L)

seeesX > t.0.v. de productmaat Uy ©OP (EN,BN), gegeven door
N! Hg=1 f(x(n)) voor x(1) < x(2) < .. < x(N)
0 anders.
BEWIJS:
(a) Wegens de continuiteit van F kunnen we ons zonder bezwaar beperken tot

1)

De deelverzameling {r} van R correspondeert juist met de verzameling

<y

punten x e.EN met codrdinaten (x1""’XN) waarvoor x( < ...

van alle vectoren (x1,...,xN) met x(1) < ... < x(N), waarvoor

(r )
X, =X n > n=1,...,N. Omdat de kansverdeling PN van de stochastische
vector (X1""’XN) op grond van het gegeven invariant is m.b.t. permu-

N

taties van XT""’XN’ geldt dat P (R=r) onafhankelijk is van
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r = (r1,...,rN), de vector der rangnummers van (Xl""’xN)' Daar de
deelverzamelingen {R=r} disjunct zijn voor verschillende waarden van
reRen 7 R P (R=r) = 1 volgt de bewering

(b) Voor iedere Borelverzameling B ¢ B bestaande uit punten met codrdina-

(1)

ten x1,...,xw, waarvoor X < .0 < x(N), geldt

(3.1) Mo, x e =

N (1 N
ZTeR P (R1=r1,...,RN=rNA(X‘ ),...,x( )eB).

We merken verder op dat voor iedere r = (r .,rN) e R geldt

EER

(3.2) PN(R1=r1, (1 x™hyy =

Jx({(x1,...,xN) tx =x T ,n=1,...,N,(x yeeesX N))eB})dPN

JX({(X1,---,XN) : xn=x(n),n=1,...,N,(x(1),...,X(N))eB})dPN

R =1""’RN=NA(X(1),...,X(N))EB)

waarbij de eerste en derde overgang triviaal zijn en de tweede overgang
volgt uit het feit dat de kansverdeling PN invariant is met betrekking
tot de permutaties van X1,...,X

Uit (3.1) en (3.2) volgt nu dat

-
Mxt . xMyen) = N!PN(R1=r1 RN-rNA(X(1),...,X(N))€B)

voor iedere r = (r1,...,r ) € R, zodat wegens lemma 3.1.(a) volgt dat

N
oM x )y ep) PN (Rer) =

= PN (Ry=r 5.+ R=Ty A(X ) »X (N))
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voor iedere r = (r1,...,rN) € R en iedere B ¢ B bestaande uit punten
- ()
< x

.

met co8rdinaten (x1,...,xN) waarvoor x(]) < ...
(c) Het bewijs van dit onderdeel van het lemma volgt onmiddellijk uit het

reit ast PN((x(1, ... x(M)p) = N!PN((X1,...,X.N)5B) geldt voor iedere

B e BN, bestaande uit punten met co8rdinaten (x1,...,xN) waarvoor

Xy < e < Xy» Wegens de invariantie van de kansverdeling PN m.b.t.

permutaties van X1""’XN' O

Lemma 3.1 zal gebruikt worden bij de berekening van de verdeling van
een rangtoetsingsgrootheid onder de nulhypothese. Voor het berekenen van
het onderscheidingsvermogen van een rangtoets is het volgende lemma van

grote betekenis.

LEMMA 3.2: (a) Laten Xy5+++,Xy 0.0. stochastische grootheden zijn, ieder
met continue verdelingsfunctie F en kansverdeling P op (R,B). Zij ver-

der T(X1,...,Xﬁ) een stochastische grootheid, dan geldt

(r1) (ry)
(3.3) E(T(X;5..., %) |R=r) = E(T(X seeusX )).

(b) Indien QT’Q2’°°"QN kansverdelingen met verdelingsfuncties G1’G2"°"GN

op (R,B) zijn, welke absoluut continu zijn t.o.v. P, en u een o-eindige
maat op (IR ,B) is die P en Q1""’QN domineert, dan geldt
(rn))

gn(X

N
Niper) = L
(3.1) Q(Rer) = gy E I, £(x(*a))

waarbi]j QN = ﬂN_ Q 1is, g see s 5By f dichtheden van Q ,...,QN respec-
n=1 " 1 (1) (n) 1
tievelijk P t.o.v. pu zijnen X' /,...,X een geordende steekproef

uit de kansverdeling P voorstelt.

BEWIJS: (r )

(a) Daar Xn =x n=1,...,N, als R = r, en bovendien X

(.)

en R onafhan~

kelijk zijn wegens lemma 3.1.(b), geldt

(ry) (ry) (r)) (ry)
E(T(X;5. .., Xy) |R=r) = E(T(X R ¢ )|R=r) = E(T(X seeesX )).
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(b) Q(Rer) =

(r )
Jx({(x1,...,xN): x =x n ,n=1,...,N}) n§=1 gn(xn)de(x],...,xN) =

(r) g (x )
ﬁ% fx({(x1,...,xN) P X =X n ,n=1,...,N})N!HN {—%(;ij f(xn)}duN(x1,...,xN),

n=1

gaarbij wegens de absolute continuiteit van Q_ t.o.v. P het quotient
telt

— P-b.o. de dichtheid van Q_ t.o.v. P voorstelt. Verder volgt uit lemma
N

(r) ™ (r re)
n=1

3.1.(c) dat N! T ') de dichtheid van X = ,...,X t.o.v. de
productmaatuN voorstelt. Hiermee is het bewijs voltooid. [

f(x

OPMERKING 3.1: Formule (3.L4) staat in de literatuur bekend als de formule

van Hoeffding.

Na deze inleiding geven we nu de definitie van een rangtoets. Hoewel
deze definitie bijzonder eenvoudig is, moet zij voor verschillende hypo-
thesen afzonderlijk gegeven worden. We geven de definitie van een rangtoets

voor drie belangrijke hypothesen uit de verdelingsvrije statistiek.

Laten, zoals reeds eerder is gezegd, X1""’XN 0.0. stochastische
grootheden zijn, met verdelingsfuncties F1""’FN en kansverdelingen
P1""’PN op (X,A) = (Ek,Bk) voor een zeker vast natuurlijk getal k.

Zij FC de klasse van alle continue verdelingsfuncties op IR en FS de klasse
van alle continue symmetrische verdelingsfuncties op JR met symmetriepunt O,

d.w.z. F € FC en F(x) = 1 = F(-x), - < X < =,

1)

De hypothese H, (Zgomorie) Zij k = 1 en

H ='{(F1,...,F

0 N) : F =...=FN=F5FC},

1

1)

In de Engelstalige literatuur spreekt men over de hypothese Ho van
"randomness".
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dan heet een toets voor H0 een rangtoets voor HO, indien de bijbehorende
kritieke functie ¢ een functie is, die slechts van de vector R=(R1,...,RN)

der rangnummers afhangt.
De hypothese H, (symmetrie). Zij k = 1 en

H1 = {(F1,...,FN) : F1 = ... = FN =F ¢ FS}.

Definieer naast de stochastische grootheden X .,XN ook nog de stochas-

1’
tische grootheden sgn Xl,...,sgn XN’ waarbij

= 1 als x > 0O
sgn x = 0 als x =
= -1 als x < O,
de absolute waarden IX ] IX ! en de geordende absolute waarden
[XI(1) IXI van XT’ . XN Verder deflnleren we rangnummers R
n=1,...,N van de absolute waarden door R = (IXI), n=1, ,N.

Dan heet een toets voor H1 een rangtoets voor H1, indien de bijbeho-
rende kritieke functie ¢ een functie is, die slechts van de vectoren
+ +
= (R1""’RN) en sgn X = (sgn X, 5005880 XN) afhangt.

De hypothese H, (onafhankelijkheid). 7Zij k = 2 en

H2—{(F1,...,FN) ¢ Fy=...=F =F, F=H.K, HKe FC}.

X, = (Y1,Z1),...,Xﬁ = (YN,ZN) zijn o.o. stochastische vectoren, met continue

tweedimensionale verdelingsfuncties F -»Fy en kansverdelingen P vee P

1°?
op 092,32). De stochastische vector X = (XT"' XN) heeft dan verdellngs—
2N 2N

functie H§=1 F, en kansverdeling PN = Hﬂ=] Pn op (X AN) = (R",B7). Indien

1,...,RN de rangnummers van Y1,..., N oo S1,...,SN die van Z1""’ZN

voorstellen, dan heet een toets voor H2 een rangtoets voor H2, indien de

N

nu R

bijbehorende kritieke functie ¢ een functie is die slechts van de vectoren
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R = (R1""’RN) en S = (S1,...,SN) van rangnummers afhangt.

We merken nog op dat lemma 3.1 speciaal geschikt is voor het bestuderen
van rangtoetsen voor de hypothese HO. Analoge resultaten met het oog op

rangtoetsen voor de hypothesen H1 en H2 zijn geformuleerd in de volgende

twee lemma's.

LEMMA 3.3: (a) Laten X]""’XN 0.0. stochastische grootheden zijn, ieder
met continue symmetrische verdelingsfunctie F met symmetriepunt O en
kansverdeling P op (R,B). Dan geldt

PN(sgn X=v) = o

voor alle v = (V1,..-,VN) met v, = 1of -1, n=1,...,N, en

N, _+ 1
P(R=r)=m—
voor alle r = (r,,...,r_) e R.
+ 1 () N
(b) sgn X, R en |X|'"’ zijn onderling onafhankelijk.
(¢) Indien bovendien P absoluut continu is t.o.v. een o-eindige maat u op

(R,B), met dichtheid f, dan wordt de simultane dichtheid van

|X}(1),...,|X[(N), t.o.v. de productmaat uy op CRN,BN), gegeven door
N H§=1 f(x(n)) voor 0 < x(1) < ... < X(N)
0 anders.
BEWIJS:

Het bewijs volgt direct uit lemma 3.1 en de symmetrie van de verdelingsfunc-
tie F. O

LEMMA 3.4: (a) Laten X, = (Y1,Z1)...,XN = (YN,ZN) 0.0. stochastische vecto-
ren, ieder met continue tweedimensionale verdelingsfunctie F, F = H.K,

H,K € FC’ en kansverdeling P op (FZ,BE), zijn. Dan geldt
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N N 1
P (R=r) = P (8=r) = §T
voor alle r = (r1,...,rN) e R.
(v) Y(. s Z ) » Ren S zijn onderling onafhankeli jk.
(c) Indien bovendien P absoluut continu is t.o.v. een c-eindige maat
M= uy XU, op URQ,BZ), dan worden de simultane dichtheden van

(1) ()

en van Z seeesZ respectievelijk t.o.v. de product-

maten u1N en U2N gegeven door

v N h(y(n)) (1) ()

N. Hn=1 voor y < ... <Yy
0 anders
en
N! Hg=1 k(z(n)) voor z(1) < vl < z(N)
0 anders

waarbij h(k) de dichtheid van H(K) t.o.v. u1(u2) voorstelt.

BEWIJS:
Het bewijs volgt direct uit lemma 3.1 en de onafhankelijkheid van de vec-

toren (Y1""’YN) en (Z1""’ZN)' 0

We zullen vervolgens de theorie der rangtoetsen in het bijzonder ver-
der ontwikkelen voor rangtoetsen voor de hypothese HO van isomorie. We be-
ginnen met vast te stellen dat het kritieke gebied van een niet-gerandomi-
seerde rangtoets, voor het toetsen van HO’ een vereniging is van verzame-
lingen van de vorm

(r)
{R=r}= {(x1,...,xN) Px =X % n=1,...,8}.

We merken verder op dat we steeds zullen veronderstellen dat de verdelings-
functies F1""’FN van X1""’XN allen continu zijn, zodat we ons zonder
bezwaar kunnen beperken tot punten x ¢ BY met co8rdinaten (X1""’XN) waar-

(1) ()

VOoor X eee <X . Verder zullen we met H en K verzamelingen van N-

tupels (F1"'°’FN)’ met F_ ¢ FC’ n=1,...,N voorstellen. We schrijven dik-
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wijls PN e H(K) wanneer we bedoelen dat het bijbehorende N-tupel
(F1,...,FN) tot H(K) behoort.

Volgens lemma 3.1.(a) geldt voor een kansverdeling Pl\I € HO dat

N 1
P (R=r) = T

voor alle r ¢ R. Dit betekent dat voor een rangtoets voor HO’ de kans op

verwerpen van Ho, indien H

0
N L . . . - . ‘.
P e Ho. Een toets met deze eigenschap heet verdelingsvrij. Voor het toet-

juist is, onafhankelijk is van de keuze van

sen van H_is iedere rangtoets voor H

0 verdelingsvrij.

0
OPMERKING 3.2: Men kan laten zien (zie LEHMANN [20], p.184 en HAJEK &

S1pAK [121, p.43) dat voor het toetsen van Hy de klasse der verdelingsvrije
toetsen samenvalt met de klasse der permutatietoetsen. Rangtoetsen vormen
een deelklasse van de klasse der permutatietoetsen welke zowel om praktische
als ook om theoretische redenen van bijzondere betekenis is. Voor het toet-

sen van H1 en H2 gelden analoge beweringen.

In de volgende stelling construeren we de meest onderscheidende rang-
toets voor het toetsen van HO tegen een enkelvoudige alternatieve hypothese.
Onder het (eindige) toetsingsprobleem (o;H,K) verstaan we het probleem
PN € H tegen PN € K te toetsen met onbetrouwbaarheidsdrempel a. Hierbij
stellen H en K niet-lege disjuncte deelverzamelingen van de collectie van
alle N-tupels (F1,...,FN), met Fn € FC’ n=1,...,N voor. We noemen o de
onbetrouwbaarheidsdrempel van het toetsingsprobleem (o;H,K) en ¢ een toets

voor dit probleem, indien

fdeN <a
voor iedere By € H. In hoofdstuk 2 kwam reeds het (eindige) toetsingspro-
bleem (aN;B(N),T(N)) ter sprake, waarbij een enkelvoudige nulhypothese 6(N)

tegen een enkelvoudige alternatieve hypothese t(N) wordt getoetst.

STELLING 3.5: De meest onderscheidende rangtoets voor het (eindige) toet-
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singsprobleem (a;HO,KO), waarbij voor gegeven willekeurige continue verde-
lingsfuncties G1""’GN’

K. = {(F1,...,F

0 : F = Gn, n=1,...,N}

N) ““n

een willekeurige enkelvoudige alternatieve hypothese voorstelt, wordt gege-

ven door

1]
-
v

o(r) als Q" (R=r)

L}
o
A

k,

waarbij QN de bij Gl"”’GN behorende productmaat op (RN,BN) voorstelt; de

constanten k en y zijn vastgelegd door E¢(R) = a.

BEWIJS:
Zij Bg een deel-o-algebra van BN, namelijk de kleinste o-algebra die alle
verzamelingen {R=r}, r € R, bevat, en zij W de telmaat op (IRN,Bg) gede-
finieerd door vN(R=r) = 1 voor alle r € R. Dan is de restrictie van QN
tot Bg absoluut continu t.o.v. de telmaat vN, met als dichtheid

qN(x1,...,xN) = QN(R=r) voor alle (x1,...,xN) met x = x(rn)

omdat geldt

s n = T,...,N

N voor alle A ¢ BN.

Q") = | ey A
A

Natuurlijk levert definitie van pN(x1,...,xN) = 1/N! voor alle (x1,...,xN)
(r )
met x = X o on= 1,...,N, op volstrekt analoge wijze dat PN(A) = J devN
A
voor alle A € Bg. )

Hieruit en uit het feit dat iedere rangtoets voor H_ verdelingsvrij is

0
volgt onmiddellijk dat de meest onderscheidende rangtoets voor het toetsen

van HO tegen een willekeurige enkelvoudige alternatieve hypothese K., vol-

0 N

gens het lemma van Neyman-Pearson, H, verwerpt voor grote waarden van qN/p .

0
d.w.z. voor grote waarden van QN(R=r). Hiermee is het bewijs voltooid. [J

Daar, zoals uit stelling 3.5 blijkt, de meest onderscheidende rang-
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toets voor HO afhankelijk is van de specifieke enkelvoudige alternatieve

hypothese K. waartegen H_ moet worden getoetst, zal een uniform meest on-

0 0
derscheidende rangtoets voor een samengestelde alternatieve hypothese in

het algemeen niet bestaan. We zullen echter laten zien dat het mogelijk is
rangtoetsen te construeren die "lokaal meest onderscheidend" zijn voor het

toetsen van HO.

Zij {GC’ £ e T} een familie van continue verdelingsfuncties op (R,B),

en wel zodanig dat G, # G_ als 6 # 1 (6,7¢T). We zullen ons in dit hoofd-

0
stuk beperken tot het bijzondere geval dat T een interval in R is. Verder

stelt 6, steeds een inwendig punt van T voor.

We introduceren thans allereerst de enkelvoudige alternatieve hypo-

these Kc . Voor gegeven continue verdelingsfuncties GT ,...,GT , met
1 N

TyseeesTy € T, gegeven reéle getallen CyseeesCy (welke niet allen gelijk

N
zijn), een vast inwendig punt 60 van T, en een gegeven A # 0, definiéren we

Keop = {(F1,...,FN) t F = GTn, T, = 8gthe o n = 1,...,N}.
Vervolgens definigren we de samengestelde alternatieve hypothese Kc (het

regressie-alternatief) door

K = u K .
c A>0 c,A

De getallen c1”“’cN noemen we de regressieconstanten.

We beschouwen nu het toetsingsprobleem (a;HO,Kc), d.w.z. het toetsen

van de hypothese H_ van isomorie tegen het regressie-alternatief K. Zoals

0
we nog zullen zien kunnen verschillende interessante toetsingsproblemen als

speciale gevallen van het toetsingsprobleem (a;HO,Kc) verkregen worden.

DEFINITIE 3.1: Een rangtoets heet een lokaal meest onderscheidende rang-
toets voor het toetsingsprobleem (a;HO,Kc), indien er een € > 0 bestaat,
28dat de toets uniform meest onderscheidend is voor het toetsingsprobleem

(u;HO,Kc(a)), waarbij
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K (e)= v K »
c 0<A<e c,A

in de klasse van alle rangtoetsen met dezelfde onbetrouwbaarheidsdrempel.

Alvorens nu over te gaan tot de constructie van een lokaal meest on-
derscheidende rangtoets voor het toetsingsprobleem (a;HO,KC) vermelden wij

nog een technisch lemma.

LEMMA 3.6: 7ij (Q,A) een meetbare ruimte, voorzien van een o-eindige maat
He ZiJ {hN} een rij A-meetbare functies, welke u-b.o. convergeert naar een
A-meetbare functie h. Als

limsupN»N f|hN|du 5_[!h|du < w,

dan geldt

limN+® JA hNdu = IA hdu

voor iedere A € A.

BEWIJS:
Pl v P
Zie HAJEK & SIDAK, p.64. O

We introduceren verder nog enige begrippen en notaties. Laat, voor
iedere ¢ € T, de kansmaat behorende bij GC(X) absoluut continu zijn t.o.v.
een o-eindige maat u op (R,B), met dichtheid gg(x). Verder zullen we ver-
onderstellen dat de afgeleide van gc(x) m.b.t. ¢ in het punt ¢ = 6. voor

0
u-bijna alle x bestaat. Evenals in voorwaarde (I), hoofdstuk 2, voeren we

voor de partiéle afgeleide van gc(x) m.b.t. ¢ in het punt ¢ = 6. de spe-

0
ciale notatie & (x) in. Verder noteren we G_(x) voor G, (x), g.(x) voor
0 0 eo 0

&g (x), en G51(t) voor G;1(t) (0<t<1). Hierbij stelt Gg1(t) de inverse van
0 0] 0
G, voor: Gg1(t) = inf{x : G, (x) > t} voor alle 0 < t < 1.
0

% %

DEFINITIE 3.2: Zij vy een sommeerbare functie op (0,1). Dan noemen we de ge-
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tallen

(3.5) (n,yy) = By (™), B=1,....0,

&y

de exacte scores behorende bij de functie y. Hierbij stelt
(1)

(U ,...,U(N ) een geordende steekproef van omvang N uit een homogene ver-

deling op (0,1) voor. De functie y noemt men wel de scorefunctie.
In het vervolg zullen scorefuncties van de gedaante
&,(67 (%))
00

go(ag (£))

(3.6) Yo(t) = 0<t <1,

van bijzonder belang blijken te zijn. Dit zijn scorefuncties behorende bij
een familie verdelingsfuncties {GC’ z € T} en een zeker inwendig punt 90
van T. We merken hierbij nog op dat voor de bij (3.6) behorende exacte

scores geldt dat

£ (V™)
(3.7) aN(n,YO)= Ey PR CONE n=1,...,N,
g(v )
waarbi] (V(1),...,V(N)) een geordende steekproef van omvang N uit de kans-—

verdeling met verdelingsfunctie GO voorstelt.
Onder zekere omstandigheden kunnen de exacte scores benaderd worden
door getallen die dikwijls eenvoudiger te berekenen zijn. We kunnen bij-

voorbeeld aN(n,y) (zie definitie 3.2) als volgt benaderen:

R

(3.8) ay(ny) = v(E@W™))) =

_ll_)

Y(N+1 > n=1,...,N.

n

We noemen de getallen Y(ﬁIT

), n=1,...,N benaderde scores behorende bij de

scorefunctie v.

In de volgende stelling zullen we de lokaal meest onderscheidende

rangtoets voor het toetsingsprobleem (a;HO,Kc) construeren. Aangezien de
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voorwaarde waaronder wij deze stelling zullen bewijzen ook in het vervolg
een rol speelt, zullen wij deze apart vermelden. Met het oog op de con-
structie van lokaal meest onderscheidende rangtoetsen voor andere toet-—
singsproblemen wordt deze voorwaarde in een wat algemenere vorm gegeven

dan voor de volgende stelling noodzakelijk is.

VOORWAARDE (II): Zij 60 een inwendig punt van T. De kansmaten behorende bij
de familie {G , T € T} van k-dimensionale verdelingsfuncties worden gedomi-
neerd door een o-eindige maat u op GR Bk De dichtheid van de kansmaat

behorende bij G, ten opzichte van p noteren we met gg. Er is een verzame-

4
ling NO € Bk met u(No) = 0, zodat (in de eerder vermelde notatie)
go(x) > 0 en go(x) bestaat voor alle x € NC.

0
Tenslotte geldt

g, g,
(3.9) lim J'—E:EQ du = Jlim '—5:59' du = J[é0|du < w.
>0, 1 "0 9, 0

STELLING 3.7: Zij k = 1 en 60 een inwendig punt van T. Laat de familie

{GC, ¢t € T} aan voorwaarde (II) voldoen en zij Yo = éO(G51)/gO(G51). Dan
wordt de lokaal meest onderscheidende rangtoets voor het toetsingsprobleem

(a3H Kc) gegeven door

OS

]
-

¢(r)

als T > c »
- o

[}
o

als T < c »
o

waarbij T = Zﬁ=1

van X1,...,XN, en waarin de onbetrouwbaarheidsdrempel a een der mogelijke

cnaN(rn,yo) en rq,...,r, de waarden zijn der rangnummers

waarden
N N
P( Z cnaN(Rn,yo) > c) c € R,
n=1
N
P e HO’ voorstelt.
BEWIJS:

De productmaat behorende bij de N-dimensionale verdelingsfunctie H§_1 GT R
n



met T, = 0 +Acn, n=1,...,N zullen we noteren met Qﬁ. Dan geldt

0

Neg=
Qy(R=r) n=1 8o _+ac
=r 0 ™mn

N
T g 8olxp)aug(x seexy) +

R=r

+ J (¥ (x )—HN x_))

(
n=1 86 +ac_‘*n’ " "n=1 &0‘*n
0 n

N
[R i (Xn)duN(X1""’XN) =

de(xl,...

o rae, 5~ Eol%y)

[}

1 N
— + A Z - I
N! 1 R=r A

k-1

: g
=1 =6 . +Ac.

. I (xj)duN(x1,...,xn),
waarbij de derde overgang gebruik maskt van lemma 3.1.

Uit voorwaarde (II) volgt nu dat

geo+Ack(xk) - gy(x)

lim . g (x. .
=k =
0 A i=k+1 20°717 7

= o &o(x) H?:1 gol%;)>
i#k

'Hi=k+1

geldt voor Wy~ bijna alle (X1""’XN)' Verder impliceert (3.9) dat

N

T k-1

_ I|g60+Ack(xk) - golx)
lim

A0

f 6 _sne, (%) - go(xk)| |
1i an( =
L : 5

oyl - Jliglan < =

A izt B0(%i) Tiog geO+ch

(xj)duN(x1,...

73
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Maar hieruit volgt wegens lemma 3.6 dat

ge +Ac (xk)'-go(xk)
— e (x )T g (x:)an (%, .. ,x )=
Rer A i=kt1 807057 Ty=1 B rac G M o XN

. N
lim z _
k=1 o

A>0

= 2E=1 JR- ckéo(xk) H§=1 go(xi)duN(x1,...,xN).
=r i#k

We merken nu op dat

E=1 JR:r ckgo(xk) H§=1 go(xi)duN(X1,...,xN) =
ik
= 7 J &%) o (x.)au ( .
k=1 R=r ck go()ck.) i=1 go Xi dIJN X.I,...,)LN =

2) g, (V)
1 g8 0"k
= §7 lk=1 % E (go(Vk) | Fer) =

LW ca(r y,)
N! k=1 “k®n‘TxYo’?

waarbij V1""’VN een steekproef uit de kansverdeling met verdelingsfunctie

Go voorstelt. De eerste overgang maakt gebruik van voorwaarde (II), terwijl

de tweede en derde overgang volgen door toepassing van lemma 3.1 en 3.2.
Hieruit kunnen we nu concluderen dat voor voldoend kleine e > 0

ZN

N 1
n=1 cnaN(rn’YO) > zn=1 cnaN(rn’YO)

impliceert dat

Q(R=r) > Q)(R=r")

2) EV stelt de verwachting m.b.t., de kansverdeling van de stochastische

vector V = (V ,V.) voor.

120 Vy
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voor alle 0 < A < €. Maar dit betekent dat de toets die H_  verwerpt voor

0
grote waarden van T = Zﬁ=] cnaN(Rn,yo), op grond van stelling 3.5, het on-
derscheidingsvermogen maximaliseert voor het samengestelde alternatief

Kc(e), in de klasse van alle rangtoetsen met dezelfde onbetrouwbaarheids-

drempel. 0O

OPMERKING 3.3: De lokaal meest onderscheidende rangtoetsen welke in stel-
ling 3.7 gegeven worden zijn niet-gerandomiseerde toetsen. Toetsen, geba-
seerd op rangtoetsingsgrootheden T = Z§=1 cnaN(Rn,Yo), zijn lokaal meest
onderscheidende rangtoetsen met onbetrouwbaarheden %4 van de vorm
a0==PN(sz). Deze waarden van ag zijn de zgn. natuurlijke onbetrowwbaar—
heidsdrempels van de toets gebaseerd op T = 2§=1 cnaN(Rn,Yo). Onder een
sterkere voorwaarde dan voorwaarde II (zie WITTING & NOLLE [24] p.127) kun-
nen ook lokaal meest onderscheidende rangtoetsen voor andere waarden van ao
bepaald worden. De bijbehorende rangtoetsingsgrootheden zijn dan echter
niet meer van de eenvoudige gedaante T = Z§=1 cnaN(Rn,YO) en blijven hier

buiten beschouwing.

OPMERKING 3.4: In het algemeen zullen de scores aN(n,yO), n=1,...,N niet
alleen van de familie verdelingsfuncties {GC’ tz € T} maar ook nog van het

inwendige punt 6. ¢ T afhangen. Deze afhankelijkheid van 6 _  kan echter in

0 0
een tweetal speciale gevallen geélimineerd worden:
(i) ¢ is een lokatieparameter, d.w.z.
(3.10) G (x) = 6lx-z), > <x <o, peT,

waarin G een vaste verdelingsfunctie is. In dit geval vinden we

-1 -1
g,(G (t)) (¢ (t))
(3.11) Yo(t)=—9-—o———— i 0<t <1,

g (0 e el (e))

waarbij g' de afgeleide (naar x) van g voorstelt. Dit verifeert men een-
voudig door op te merken dat, op grond van (3.10), éo(x) = -g'(x—eo) en
G61(t) = ¢ '(t) + 8
dat

0’ 0 <t < 1. We merken verder nog op dat in het geval
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(3.12) G, o(x) = G(5§£), o <x<w, zeT,

voor zekere verdelingsfunctie G en zekere ¢ > 0, de scores behorende bij de

familie verdelingsfuncties {G_. ,Z ¢ T} en een inwendig punt 6. ¢ T, op ver-

£s0 -1 ... .. 0
menigvuldiging met de positieve constante ¢ na, gelijk zijn aan de scores
aN(n,YO) behorende bij de scorefunctie (3.11). Maar dit betekent dat de lokaal

meest onderscheidende rangtoets voor het toetsen van H. tegen een regressie-

0
alternatief Kc’ waarbij de daarin optredende verdelingsfuncties GT1,...,GTN
de gedaante (3.10) hebben, in feite alleen van het type van de verdelings-

functie G afhangt.

(ii) Beschouw het geval dat
(3.13) GC(X) = G(Xe-c) v —w < x <w, reT.

Deze familie van verdelingsfuncties is equivalent met het meer gebruikelijke
model Gc(x) = G(x/0), -® < x < =, met schaalparameter ¢ = €° > 0. De
schrijfwijze met parameter ¢ is echter voor ons doel meer geschikt. Men be-
rekent eenvoudig dat

. =1
(65 (2))

(t) = -1 - ¢_'(¢)

(3.14) Y A

0 0 <t < 1.

] >
gy(Gy ()
Men verifieert nu zonder veel moeite dat de scorefunctie (3.14) niet van de

parameter 60 afhangt.

OPMERKING 3.5: Omdat we ons bij de definitie van K. beperken tot waarden
O’Kc)' Het geval
dat A < 0 (in plaats van A > 0) is volstrekt analoog en blijft hier buiten

A > O spreken we van een "eenzijdig" toetsingsprobleem (o;H

beschouwing. In de practijk wenst men dikwijls HO te toetsen tegen een "twee-

zijdig" alternatief u K, p+ Men verwerpt dan H, ten gunste van het twee-
3

A#0 ©
zijdige alternatief voor grote waarden van ITI. De bijbehorende rangtoets,

gebaseerd op ITI, is dan echter geen lokaal meest onderscheidende rangtoets

meer.
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In stelling 3.7 werden lokaal meest onderscheidende rangtoetsen be-

paald voor het toetsen van de hypothese H_  van isomorie tegen een regres-—

0
sie-alternatief Kc' Door speciale keuze van de regressieconstanten

CqseeesCy €N de verdelingsfuncties GT ,...,GT kunnen belangrijke bijzon-
1 N
dere gevallen verkregen worden.

In het bijzonder belangrijke speciale geval dat

"
-

c als n =

n P

I
-

.
=

i
o

(3.15)

cn als n = N1+1,...,N1+N2,
waarbij N, + N, =N, spreken we van een twee-steekproeven probleem. We heb-
ben dan immers te maken met stochastische grootheden X1""’XN’ waarbij
XysewnsXy , (de "eerste" steekproef) afkomstig zijn uit &&nzelfde kansverde-

ling, terwijl de stochastische grootheden Xy +1,...,XN + (de "tweede"
1 172
steekproef) afkomstig zijn uit een tweede kansverdeling.

De nulhypothese Ho houdt nu in dat beide steekproeven, die onderling
onafhankelijk zijn, afkomstig zijn uit &€nzelfde kansverdeling. Door keuze

van de in het alternatief optredende verdelingsfuncties Ge en Ge +A (a>0)

0 0
kunnen twee-steekproeven toetsen verkregen worden, welke lokaal meest onder-

scheidende rangtoetsen zijn voor het toetsen van HO tegen het desbetreffende
alternatief. We schrijven verder GO en GA in plaats van Ge en Ge A

We behandelen nu een paar interessante gevallen. 0 0
HO tegen verschuivingsalternatieven. %ij G een verdelingsfunctie met een

dichtheid g t.o.v. de lebesguemaat X en zij
(3.16) GA(x) = G(x-A) —o < x <w, A>O0,

een familie van verschuivingsalternatieven. Dan volgt uit (3.15), stelling
3.7 en opmerking 3.4.(i) dat, onder voorwaarde (II) met k = 1 en u = A,

de toets die HO verwerpt voor grote waarden van
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N, N, g'(v M)
(3.17) T = Loy o(Ryvg) = Loy Ey SR
g(v

waarbij (V\1),...,V(N)) een geordende steekproef van omvang N uit de kans-
verdeling met verdelingsfunctie G voorstelt, de lokaal meest onderschei-

dende twee-steekproeven rangtoets is voor het toetsen van H. tegen de

0
alternatieve hypothese dat de "eerste" steekproef X1""’XN naar rechts
1

¢ X_ heeft ver-
1+N2 n

‘en verdelingsfunctie G(x) voor

verschoven is t.o0.v. de "tweede" steekproef Xy pqoe oy
1

verdelingsfunctie G(x-A) voor n = 1,...,N

n = N1+1,...,N1+N2.

1

Het is nu eenvoudig in te zien dat een aantal bekende rangtoetsen voor
het twee-steekproeven probleem, tegen verschuivingsalternatieven, als lokaal

meest onderscheidende rangtoetsen verkregen kunnen worden.

VOORBEELD 3.1: Voor het bepalen van de lokaal meest onderscheidende rang-
toets voor het toetsen van HO tegen normale verschuivingsalternatieven,
mogen we, zoals men eenvoudig nagaat (zie opmerking 3.4), zonder bezwaar
voor G de standaard normale verdelingsfunctie ¢ kiezen. Dit betekent dat

1 1.2
glx) = (2m)72 3% |, g'(x) = -xg(x), —® < X < o,

zodat, op grond van (3.17), de lokaal meest onderscheidende rangtoets H

N1 (Rn °
verwerpt voor grote waarden van de toetsingsgrootheid T = Zn=1 EV(V )
waarbi] R1,...,RN1 de rangnummers van X}""’XN1 onder X1""’XN voorstel-

(1)

len, en (V ,...,V(N)

) een geordende steekproef van omveng N uit de stan-
daard normale verdeling is.

Dit is de normale scores toets van Fisher—Yates. De verwachtingen van
geordende waarnemingen uit een standaard normale verdeling zijn voor N < 50

getabelleerd; voor zekere waarden van o zijn kritieke waarden berekend.

OPMERKING 3.6: Een modificatie van de toets van Fisher-Yates is afkomstig
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R

_n

1 N+1

bij ¢ = de inverse van de standaard normale verdelingsfunctie voorstelt. De
n)

exacte scores EV(V ) van de toets van Fisher-Yates worden vervangen door

de benaderde scores ®-1 ﬁ%T) (zie (3.8)). Zoals nog aangetoond zal worden

zijn de toetsen van Fisher-Yates en Van der Waerden asymptotisch aequiva-
lent.

N
van Van der Waerden. Deze koos als toetsingsgrootheid znl1 0—1( ), waar-

VOORBEELD 3.2: De twee-steekproeven toets van Wilcoxon is de lokaal meest
onderscheidende rangtoets voor het toetsen van HO tegen logistieke verschui-
vingsalternatieven. Om dit in te zien merken we op dat we zonder bezwaar (zie
opmerking 3.L4) voor G de standaard logistieke verdelingsfunctie F kunnen
kiezen. De verdelingsfunctie van de standaard logistieke verdeling wordt

gegeven door
F(x) = ——— , o < x < .

1
Men verifieert eenvoudig dat indien G = F, - %; = 2F - 1, zodat de lokaal

meest onderscheidende rangtoets HO verwerpt voor grote waarden van de toet-
N (R )
singsgrootheid 2n1 Ey F(v "), vaarbij R »+ >Ry de rangnummers van

=1 1
X1""’XN onder X1""’XN voorstellen en (V(1),...,V(N)) een geordende
1

steekproef van omvang N uit de standaard logistieke verdeling is. Omdat F
continu is, 1is F(V(n)) in feite de nde—geordende waarneming van een steek-
proef van de omvang N uit de homogene verdeling op (0,1) zodat

EV F(V(n)) =2 . m.a.v. we verwerpen H

N1 voor grote waarden van de toet-

0

singsgrootheid znl1 Rn. Deze toets is de bekende twee-steekproeven toets

van Wilcoxon.

OPMERKING 3.7: Men gaat eenvoudig na dat normale en logistieke verschui-
c

vinsgalternatieven aan voorwaarde (II), met k = 1, N

= IR en p = A, Van
stelling 3.7 voldoen.

Meer in het algemeen kan men m.b.v. stelling 3.7 het volgende resultaat
voor het twee-steekproeven probleem, tegen verschuivingsalternatieven, be-

wijzen.
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GEVOLG 3.8: Zij G een verdelingsfunctie met een positieve continue diffe-

rentieerbare A-dichtheid g (met afgeleide g'), waarvoor ||g'|dr < =. Zij
-1

g6

-1
g(c™ )
voor het twee-steekproeven probleem, waarbij H

verder YO = . Dan wordt de lokaal meest onderscheidende rangtoets

0 getoetst wordt tegen ver-

schuivings alternatieven (3.16), gegeven door

[}
-

N
¢(xr) als an1 aN(rn,yO) > e

N
1
als Zn=1 aN(rn’YO) <c

L[}
o

De onbetrouwbaarheid ao van de toets wordt gegeven door

_ SN NT
% ~ F (zn=1 aN<Rn’YO) zc)

voor iedere PN € HO.

BEWIJS:
Het bewijs volgt uit stelling 3.7 en het feit dat, wegens (3.16), de ge-
geven voorwaarden voor de verdelingsfunctie G, voorwaarde (II), met k = 1,
Ng = IR en py = A, impliceren. Om dit in te zien beginnen we met op te mer-
ken dat, op grond van (3.16), gc(x) = g(x~z), -= » < x < », ¢ € T. Hieruit
volgt onmiddellijk dat gy = -g'.

We gaan aantonen dat de voorwaarden voor de verdelingsfunctie G re-
latie (3.9) van voorwaarde (II) impliceren. Daartoe merken we allereerst
op dat

J l ggx-AAZ-ggx) lax = J | ]

A f Xxon 5178 (V)dy Jax.

Het bewijs berust nu verder op toepassing van lemma 3.6. Zij AN’ N=1,2,...

een rij positieve getallen waarvoor lim AN = 0. Omdat G een continue dif-
N>

ferentieerbare dichtheid g (met afgeleide g') bezit geldt dat



. 1i '
lim = | Xr,_ g'(y) ay = g'(x), —o < X < o,
N+o_@J [x AN,x]
Verder is

. 1
1 [ '
Kﬁ%u" J lAN J x[x-AN,x](y) g'(y)ay|ax <

ey

. 1
< limsup — ' dydx =
sy | [ gy o) Terto v

= {Ig'(y)ldy < =,

Toepassing van lemma 3.6 levert nu

g(X-AN)—g(X)‘ | |

1lim —_—| d&x = g'(y)|day

by?0 J by J

voor iedere rij {AN} met lim AN = 0. Hiermee is het bewijs voltooid. ]
N+

HO tegen Lehmann—alternatieven. 7ij G een continue verdelingsfunctie, en
zij

(3.18) ¢ (x) = (1-8)6(x) + 86%(x),  me<x <o, 0<b <,
een familie van zgn. Lehmann-alternatieven. De verdelingsfuncties GA’
0 < A < 1, hebben t.0.v. de kansmaat P, d.i. de kansmaat behorende bij de

verdelingsfunctie G, P-dichtheden

(3.19) g, (x) = 1+ A(26(x)-1), —e<x<e, 0<A<T.

81
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Nu impliceert stelling 3.7, onder toepassing van voorwaarde (II) met k = 1
en u = P, dat de toets die H

Fn

n;1(2 e 1) de lokaal meest onderscheidende rangtoets is voor het toet-

sen van H0 tegen de alternatieven (3.18) voor iedere keuze van G. Deze.

0 verwerpt voor grote waarden van

toets is equivalent met de twee-steekproeven toets van Wilcoxon.

Op volkomen analoge wijze kunnen lokaal meest onderscheidende rang-
toetsen voor het toetsen van Ho tegen schaalalternatieven geconstrueerd
worden. Ook toetsen voor H0 tegen verloopalternatieven kunnen, door spe-
ciale keuze van de regressieconstanten CyaeeesCy als bijzonder geval van

stelling 3.7 verkregen worden.

We besluiten onze uiteenzetting over de eindige theorie der rangtoet-
sen met het vermelden van enige resultaten met betrekking tot rangtoetsen

voor de hypothesen H1 en H

X
In de eerste plaats merken we op dat H1 c Ho zodat iedere rangtoets
voor HO in feite ook een toets voor H1 is. Bij de constructie van optimale

toetsen voor de hypothese H, zullen we echter gebruik moeten maken van het

feit dat, onder H1, de geme;nschappelijke verdeling van X1""’XN symme-
trisch is.

We beperken ons hier tot de constructie van de lokaal meest onder-
scheidende rangtoets voor de hypothese H1 van symmetrie tegen verschui-

vingsalternatieven.

STELLING 3.9.: Zij G een symmetrische verdelingsfunctie met een symmetrie
punt O en met een positieve continue-differentieerbare dichtheid g (met

afgeleide g'), waarvoor f !g'|dk < o, Zij verder

-1
+ ' (3+3t))
volt) = - e 0<t <1,

(6™ (3+3¢))

+
en laten aN(n,yO), n=1,...,N, de scores behorende bij de scorefunctie yg
zijn. Dan wordt de lokaal meest onderscheidende rangtoets voor het probleem

H1 te toetsen tegen verschuivingsalternatieven (3.16), gegeven door
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o(x")

"
-

N + +
als Zn=1 aN(rn,YO)sgn Xh > c

N + o+
=0 als Zn=1 aN(rn,YO)sgn xh < c,

waarbij r' = (r+ r+)' rh rs en zijn respecti 1lijk ds
J 1reeesTy)s Tyaee ey XpsenesXy 24 pectievelijk de
waarden van de rangnummers van |X1|""’|XN| en van X1""’XN’ De onbe-
trouwbaarheid ao van de toets wordt gegeven door
N, cN + + N
= >
oy = B Loy ay(Bysvglsen X 2 )

voor iedere PN € H1.
BEWIJS:
We beginnen met op te merken dat de in de stelling gegeven toets inderdaad
een rangtoets voor H, is: de bijbehorende kritieke functie is een functie
die slechts van de vectoren R = (R?,...,R;) en sgn X = (sgn X,5--->580 XN)
afhangt.

Het bewijs van de stelling verloopt analoog aan dat van stelling 3.7.
In plaats van lemma 3.7 maken we gebruik van lemma 3.3, terwijl stelling
3.5 vervangen wordt door een analoog resultaat, dat hier onvermeld blijft,

voor het toetsen van H1 tegen een enkelvoudig alternatief. [

Lokaal meest onderscheidende rangtoetsen voor de hypothese H1, tegen
verschuivingsalternatieven, kunnen verkregen worden door speciale keuze van
de verdelingsfunctie G. Men gaat bijvoorbeeld eenvoudig na dat de één-
steekproef toets van Wilcoxon (symmetrie-toets van Wilcoxon) de lokaal meest
onderscheidende rangtoets is voor het toetsen van de hypothese H1 tegen
verschuivingsalternatieven van het logistieke type. De zgn. tekentoets, ge-
baseerd op het aantal positieve waarden onder X1""’XN’ is de lokaal meest
onderscheidende rangtoets voor de hypothese H1 tegen verschuivingsalterna-
tieven van het dubbel-exponenti&le type. Ook kunnen rangtoetsen voor H1
tegen normale verschuivingsalternatieven van het Fisher-Yates en Van der

Waerden type aangegeven worden.
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Tenslotte zullen we, voor wat betreft het toetsen van de hypothese H2
van onafhankelijkheid, volstaan met te laten zien dat de rangcorrelatie
toets van Spearman de lokaal meest onderscheidende rangtoets is voor het

toetsen van de hypothese H2 tegen Lehmann-alternatieven van een zeker type.

STELLING 3.10: Zij k = 2 en zij

(3.20) G, (x) = H(y)K(z) (1+a(H(y)-1)(K(z)-1)), x = (y,2),

—© < y,z < ®, 0 <A< 1, HK € Fc' Dan wordt de lokaal meest onderschei-
dende rangtoets voor het probleem H2 te toetsen tegen Lehmann-alternatieven

(3.20), voor iedere keuze van H,K ¢ Fc’ gegeven door

N
¢(r,s) = 1 als Zn=1 rs,>¢
=0 als zg=1 r s, < ¢,
waarbij r1,...,rN en 51,...,SN de waarden der rangnummers van Y1""’YN

respectievelijk Z]""’ZN voorstellen. Dit is de rangcorrelatietoets van
Spearman. De onbetrouwbaarheid ao van de toets wordt gegeven door

NN ,
a. =P (Zn=1 Rnsnic)

voor iedere PN € H

BEWIJS:

De in de stelling gegeven toets is inderdaad een rangtoets voor H2: de

bijbehorende kritieke functie is een functie die slechts van de vectoren
R = (R1""’RN) en S = (S1""’SN) der rangnummers van Y = (Y1""’YN) res-

pectievelijk van Z = (Z1,...,Z ) afhangt.

N
Het bewijs van de stelling verloopt analoog aan dat van stelling 3.7. In
Plaats van lemma 3.1 maken we gebruik van lemma 3.4, terwijl stelling 3.5 ver-

vangen wordt door een analoog resultaat voor het toetsen van H2 tegen een
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enkelvoudig alternatief. We merken nog op dat aan voorwaarde (II), met k = 2
c _ 2 2 ..o 2
NO = IR en u =P , waarbij P~ de kansmaat behorende bij de verdelings-

functie G = H.K voorstelt, voldaan is. 0

In het voorafgaande hebben we gezien dat voor zekere toetsingspro-
blemen uit de verdelingsvrije statistiek, lokaal meest onderscheidende
rangtoetsen kunnen worden bepaald. Hoewel deze toetsen het onderscheidings-
vermogen "lokaal" maximaliseren in de klasse van alle rangtoetsen met de-
zelfde onbetrouwbaarheidsdrempel, kan men zich afvragen of de beperking
tot rangtoetsen niet tot een aanzienlijk verlies aan onderscheidingsvermo-
gen leidt. Aangetoond zal worden dat het gebruik van rangtoetsen "asympto-
tisch"” geen verlies aan onderscheidingsvermogen behoeft in te houden.
Rangtoetsen zullen voor zekere asymptotische toetsingsproblemen "asympto-

tisch uniform meest onderscheidende" toetsen blijken te zijn.

We zullen de situatie gaan beschouwen dat X1""’XN opgevat worden

als de elementen van de N-de rij uit een driehoekig schema XN1""’XNN’

N=1,2,... van rijgewijs o.0. stochastische grootheden (vectoren) met con-
tinue k-dimensionale verdelingsfuncties F_.,...,F en kansmaten

N1 NN
PN1"°"PNN op (X,A) = (Ek,Bk) voor een zeker vast natuurlijk getal k.

Verder zal een (eindig) toetsingsprobleem (a;H,K) ingebed worden in
een geschikt gekozen asymptotisch toetsingsprobleem (a;{HN},{KN}), waarbi j
HN en KN de nulhypothese en alternatieve hypothese zijn die betrekking
hebben op de verdeling van XNT""’XNN'

Onder het asymptotische toetsingsprobleem (a,{HN},{KN}) verstaan we
het probleem om, voor iedere N, PN € HN tegen P € KN te toetsen met zo-
danige onbetrouwbaarheidsdrempel o, dat limsupy o < a. We noemen o de
asymptotische onbetrouwbaarheidsdrempel en {wN} een rij toetsen voor dit
probleem, indien

limsupN_><>° J dePN <a

. N N _ N
~voor iedere P € HN’ P = Hn=1 PNn’

reeds uitvoerig ingegaan op het asymptotische toetsingsprobleem

N=1,2,... . In hoofdstuk 2 zijn we

(a3{6(N)},{t(N)}), waarbij voor iedere N, een enkelvoudige nulhypothese o(WN)
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tegen een enkelvoudige alternatieve hypothese 1(N) wordt getoetst. We kun-
nen ons enkelvoudige nulhypothesen 6(N) en enkelvoudige alternatieve hypo-
thesen tT(N) ingebed denken in samengestelde nulhypothesen HN en samenge-
stelde alternatieven hypothesen KN: d.w.z. Pe(N) € HN respectievelijk
PT(N) € KN. We schrijven dan dikwijls 6(N) e Hy respectievelijk T(N) € Ky
We beginnen nu het onderzoek naar de asymptotische optimaliteit van

rangtoetsen met de definitie van een asymptotisch uniform meest onderschei-
dende rij toetsen.

DEFINITIE 3.3: Zij {¢N} een rij toetsen voor het asymptotische toetsings-
probleem (a;{Hg},{K}) met 0 < a < 1. Dan noemt men {¢y} een asymptotisch
uni form meest onderscheidende (Engels: asymptotically uniformly most power-
ful, afgekort tot AUMP) rij toetsen voor het probleem (a;{HN},{KN}), indien
{¢N} een asymptotisch meest onderscheidende rij toetsen (zie definitie 2.2)
is voor ieder probleem (a;{HN},{t(N)}), waarbij voor iedere N, t(N) e KN.

Hierbij verstaan we onder een rij toetsen {wN} voor het probleem

(a;{HN},{KN}) een rij toetsen met de eigenschap

limsup sup E

Nooo 6(N)eHN

S(N)wN < a.

Evenals in het eerste deel van dit hoofdstuk het geval was, zullen we
ook nu de theorie in het bijzonder verder ontwikkelen voor het toetsen van
de hypothese Ho van isomorie. We beginnen met de definitie van een asympto-
tisch toetsingsprobleem (a;{HON},{KCN}) waarin het eindige toetsingsprobleem
(a;Ho,Kc) op natuurlijke wijze kan worden ingebed.

We introduceren, voor iedere N, de hypothesen

HON = {(FN1,...,FNN) F .= ... = FNN = FN € FC}

en, voor gegeven continue verdelingsfuncties GT( met

N,1)""’GT(N,N)’
T(N,1),...,T(N,N) € T, gegeven regressieconstanten CN1ot e Oy (welke niet

allen gelijk zijn) en een vast inwendig punt 6. ¢ T,

0

= B = = + A -c
Koy = |FyppoeoFyy) Py Gr(w,n)? T(Nom)=6g+apley —cp),

n=1p“m,%>o N

R 1 N o .
waarbij ey T ¥ zn=1 an. Daar AN de positieve getallen doorloopt is KcN

een samengesteld alternatief.
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Het asymptotische toetsingsprobleem (a;{HON},{KCN}) betreft het toet-

sen voor iedere N, van de hypothese H van isomorie tegen het regressie-

alternatief KcN’ met zodanige onbetroggbaarheidsdrempel oy dat

limsupNéwaN < o. We zullen nu gaan aantonen dat asymptotisch uniform meest
onderscheidende rijen toetsen voor het asymptotische toetsingsprobleem
(a;{HON},{KcN}), onder voorwaarden welke naburigheid van de onderliggende
kansmaten impliceren, gevonden kunnen worden onder de rangtoetsen.

Alvorens we overgaan tot de constructie van een rij asymptotisch uni-

form meest onderscheidende rangtoetsen voor het probleem (a,{HON},{K N})
c
vermelden we nog een tweetal lemma's.
Laten U1,U2,... een rij o.o. identiek verdeelde stochastische groot-

heden zijn, ieder met homogene verdelingsfunctie op (0,1) en laat voor

iedere N, R , het rangnummer zijn van U, in de rij UyseessUy (n=1,...,N).

N

LEMMA 3.11: Zij Y een kwadratisch-sommeerbare functie op (0,1),

1
J Ye(t)dt < o,

0
dan geldt

. 2 _
(3.21) Limyg  E(ag(Ry,»v) = v(U,))" = o.
BEWILJS:

We zullen het lemma hier slechts bewijzen voor het speciale geval dat vy
A-b.o. continu is (zie WITTING-NOLLE [24], p.139-140). Bij toepassingen is
vrijwel steeds aan deze aanname voldaan. Zonder deze aanname is het bewijs
aanzienlijk gecompliceerder (zie HAJEK-STDAK [12], p. 156-15T7).

We beginnen het bewijs met, voor iedere N, te definiéren
YN(u) = ay(1+[uNl,Y), 0<uc<it,

waarbij [ulN] het grootste natuurlijke getal kleiner of gelijk aan uN voor-

R
stelt. Hieruit volgt dat a _(Ry,,Y) = Y (—Hl), N=1,2,..., zodat aangetoond
AR B N N+1

moet worden dat
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RN1 2
(3.22) limg E(YN(EIT) - y(U,))" = o.
Daartoe merken we allereerst op dat voor iedere N

1 1
J, v = [ Gattan )Pa = L e -

= 1P (e TN 2he)y

1
0

(N,n)

waarbij U de n-de geordende waarneming uit een steekproef van omvang N

uit een homogene verdeling op (0,1) voorstelt. Hieruit kunnen we concluderen
dat

1 1
(3.23) limsupN_>°° Jo yﬁ(u)du f_JO Y2(u)du < o,

Vervolgens zullen we laten zien dat
(3.24) lime o ovy(w) - v(u)

voor A-bijna alle u € (0,1). We beginnen met op te merken dat de dichtheid

(N, [Nul+1)

van U monotoon niet-dalend respectievelijk monotoon niet-

Iy, [ul+1
stijgend is op (0;[Nul/(N-1)) respectievelijk op ([Nul/(N-1),1) en dat

fN,[Nu]+1(t) > O voor t #u, 0 <t,u<1, als N +-», Verder geldt

1

Yy(u) = Jo Y(t)f(t)N,[Nu]+1(t)dt,

voor alle O < u < 1. Maar dit betekent dat voor iedere € > 0 en voor ieder
continuiteitspunt u van v er een voldoend klein getal & = 8(e,u) > 0 en een
natuurlijk getal N(e) bestaat, zodat
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1
o) =] < [ e -] gy gy, (000 <

|A

u-§
fN,[Nu]H(u'G)JO [y () =y (u)|at +

1

fN,[Nu]+1(u+6)Ju+6 [y (t) =y (u)]at +

+

+ sup; Jy (u) =y (t)]
ju-t|<é

(f

N, [Nul+1 880+

|A

, Cvuger (240)) f [v(e) - v(u)|at +

o

+ supl |Y(u)-Y(t)| < &,

u—t|<6

voor alle N > N(e). Hieruit volgt (3.24) onmiddellijk. Toepassing van
lemma 3.6 levert nu, op grond van (3.23) en (3.24), dat

1 1
(3.25) lim J va(u)au = J v?(w)au
0 0

Tenslotte bewijzen we (3.22) en daarmee (3.21). We zullen hierbij ge-

bruik maken van (3.25).

il

E(y N N1

-y, )% =

. LI Eve(u,) - mﬂ%)v(u ) =

N'N+1 1

Ry
1y + By (U)—%Z§=1 E(y (L

'_'EY( NN+

NN+ TIY(U,) | By=n) =

n

(w)du - % Z§_1 YN( ) =

1
1
N zn 1 YN(N+1) Jo Y N+1

1 1
JO y2(u)du - JO Yﬁ(u)du,
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waarbij de eerste, tweede en vierde overgang triviaal zijn, terwijl de
derde overgang berust op lemma 3.1.(b). Toepassing van (3.25) levert nu
onmiddellijk (3.22). Hiermee is het bewijs voltooid. [

LEMMA 3.12: Zij N > 1. Laten (C1""’CN) en (a(1),...,a(N)) twee wille-

keurige vectoren zijn en zij

1,...,XN uit

een kansverdeling met continue verdelingsfunctie F voorstellen. Dan geldt

waarbij R1’°"’RN de rangnummers behorende bij een steekproef X

=N
(3.26) Er=al]_,c
en
(3.27) Var T = ﬁ Z§=1(Cn'5)2 §=1(a(n)—5)2
- 1¢N - 1¢N
met ¢ = & zn=1 c,enas=g zn=1 a(n).

BEWLJS: De formules (3.26) en (3.27) volgen vrijwel onmiddellijk uit de de-
finities van verwachting en variantie van een stochastische grootheid. Zie
HAJEK - SIDAK [121, p.61. [

In het bewijs van de volgende stelling, waarin een asymptotische uni-
form meest onderscheidende rij rangtoetsen voor het probleem (a;{HON},{KcN})
wordt gegeven, zullen we essentieel gebruik maken van stelling 2.5 uit
hoofdstuk 2. Om de formulering van de stelling te vergemakkelijken herhalen
we voorwaarde (I) uit hoofdstuk 2 hier in een vorm die nauw aansluit bij

die van voorwaarde (II) uit dit hoofdstuk.

VOORWAARDE (I): Zij 6, een inwendig punt van T. De kansmaten behorende bij
de familie {GC’ ¢ e T} van k-dimensionale verdelingsfuncties worden gedomi-
neerd door een o-eindige maat u op (Rk,Bk). De dichtheid van de kansmaat
behorende bij GC ten opzichte van p noteren we met gc. Er is een verzame-

ling Ng ¢ B met u(NO) = 0, zodat (in de eerder vermelde notatie) go(x) >0
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en éo(x) bestaat voor alle x € N;. Tenslotte geldt

. _ .2 _ .
(3.28) Jgodu =0, 0¢«x [go/godu = Jy <
en
3 3 33
g.-8 g- -8 J
. %02 _ (. z " %0,2 _o
(3.29) llmE+90 J( —— ) du Jllmc+90 ( C'-eo) du ( jr).

De grootheid J,, die in (3.29) optreedt, is de Fisher—informatie in 6, van

de familie {gC, z e T},

We zullen in het vervolg, voor iedere N, de rangnummers van XN1
XN1""’XNN met RN1""’RNN aangeven. In het bijzondere geval dat FN1 = ...

. FNN =F ¢ FC’ waarbij F de verdelingsfunctie van XNn voorstelt,

N
hebben we in feite te maken mez een rij X1,X2,... van stochastische grootheden,
ieder met continue verdelingsfunctie F. We merken nog op dat, indien

Un = F(Xn)’ de stochastische grootheden U1,U2,... homogeen verdeeld zijn

op (0,1), terwijl RNn dan ook gelinterpreteerd kan worden als het rangnummer

van Un in de rij Ul""’UN'

een inwendig punt van T. Laat de familie

-1 -1
o )/go(Go ). Voorts

STELLING 3.13: Zij k = 1 en 90

{G;, ¢z € T} aan voorwaarde (I) voldoen en zi] Yo = gO(G

voldoen de parameters CN1""’CNN en AN uit KcN aan

2 - 2 2 ¢N - 2 2
(3.30) by max (ey —ep)® >0, ay )y ey —e)® > 07,

1<n<N
voor zekere 0 < n < =, als N »> o,
7Zij tenslotte
1 1
~ 1 oN = y2y-3 §N =

(3.31) TN - JO (zn=1(an CN) ) zn=1(an CN)aN(RNn’YO)

dan geldt, als N » =,
~ N
(3.32) L(TN|P ) —, N(0,1)

voor iedere PN e H N=1,2,00. .

ON’
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Kies {c } zodanig dat c > S o’ als N > =, voor zekere 0 < a < 1.
Dan is de rij rangtoetsen {¢N} = {X({%N>Eﬁ}) asymptotisch uniform meest
onderscheidend voor het asymptotische toetsingsprobleem (a;{HON},{KcN}).

Het asymptotische onderscheidingsvermogen is gelijk aan

(3.33) Limg j(de.PT(N) =1-oe(g,_ -ngd)

voor iedere T(N) € KcN’ N =1,2,..., waarvoor (3.30) geldt.
BEWIJS:

We beginnen het bewijs met op te merken dat we, voor iedere N, de rangtoet-
singsgrootheden GN zullen gaan vergelijken met stochastische grootheden §N

gedefinieerd door

(3.38) By = sF(IY (c(n)-0)2)7F IV (x(,n)-6 ° i
€0 Xy

waarbij

(3'35) T(N,n) = 60 + AN(CNH—EN), n = 1’ ,N

voor zekere AN > 0. Uit stelling. 2.5 volgt nu, op grond van voorwaarde (1),
(3.30) en het feit dat (3.30) en (3.35) tezamen relatie (2.20) van stel-

ling 2.5 impliceren, dat

(3.36) L(8y|Pg(yy) —, N(031)
en
(3.37) LSRIP_ () —, N(nI531)

voor 6(N,n) = 6_ en t(N,n) = 6_ + A_(c —EN), N=1,2,..., n=1,...,N.

0 0 N' "Nn
Verder is de rij toetsen {¢N} = {x({§N>EN})}, met {EN} zodanig dat

ey > 51 als N » @, voor zekere O < o < 1, asymptotisch meest onderschei-
-a
dend voor het asymptotische toetsingsprobleem (a;{6(N)},{t(N)}) met

6(N,n) = 6_ en t(N,n) = 0_ + AN(an—EN) voor N =1,2,..., n= 1,...,N.

0 0
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We zullen nu gaan aantonen dat TN - SN in PG(N)

naar O convergeert, als N - «. Daartoe merken we allereerst op dat, omdat

-waarschijnlijkheid

8(N,n) = 90, N=1,2,..., n=1,...,N, de 0.0. stochastische grootheden
XN1""’XNN’ N = 1,2,... onder de hypothese {6(N)} identiek verdeeld zijn,

ieder met continue verdelingsfunctie G.. Dit betekent dat we zonder be-

o

zwaar de (eerste) index N uit X n kunnen weglaten, Verder zullen we dan ook

N
Rn schrijven in plaats van RNn' Nu impliceert lemma 3.1 dat (R1""’RN)

(N (N)), de geordende steekproef behorende bij
X, .. . Maar dan is (R ) ook onafhankelijk van (U(1),...,U(N)),

Xysenns? iy e oBy _
waarbi] U =G (Xn), zodat (U(1),...,U(N)) een geordende steekproef van om-

onafhankelijk is van (X' 7,...,X
R

vang N uit een homogene verdeling op (0,1) voorstelt.

Uit het voorafgaande, (3.31), (3.34) en (3.35), volgt nu onmiddellijk
dat

Eg o) (8% | oMM,y

(R )

-1, N = \2,-1 N - 2
(Tpm1Comne) ) Bgar) n= (oaon?) (o By o) = v (0 BRRNAE

0 n=1

Vervolgens merken we op dat wegens lemma 3.12

(R )
N - 2 _
Ee(N)(zn=1(CNn'CN)(aN(Rn’Yo),'Yo(u Tt -

__1 N - \2 ¢N (n)y, = .= 2
= 527 Lp=1(oqaon) Lpm (an(movg) =y 7) —ay +voy)

By = Ly s 1yN (n)
met ay = Zn=1 aN(n,YO) N Yon T W Zn=1 Yo(u ), zodat

N - (Rn) 2
ES(N)(2n=1(an_cN)(aN(Rn’YO) —vplw D)) s

1N - |2 N
ST Lom o) Lo (ag(27) = v

(n)y)2

N

_ N = 42 2,.(1)_ (1)
- W Xn=1(an_cN) Eo () ((ag(By>g) =7 (U707 =u

(m)_, ().

seeesU =u

Hieruit volgt onmiddellijk dat
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~ o~ 2 N -1 2
Bo () ((Ty=Sy)7) <57 95 gy (B (Ryovg) = o (U )7

Toepassing van lemma 3.11 (yo is kwadratisch sommeerbaar op grond van de

tweede relatie van (3.28)) levert nu dat

2
Limg Ee(TN Sy) 0
zodat we kunnen concluderen dat
(3.38) T -8 — 0, als N - o,

Po(m)
Vervolgens zullen we laten zien dat EN -

lijkheid naar O convergeert, als N + =, Dit volgt wegens stelling 1.9 on-

SN OOk 1n PT(N)—Waarschlan—

middellijk uit (3.38) en het feit dat stelling 2.5, op grond van voorwaar—

de (I), (3.30) en (3.35) (zie (2.20)), naburigheid van {P } t.o.v.

(W)
{PS(N)} impliceert. We kunnen concluderen dat

(3.39) T, - 8§ —5p 0, als N > w.
T(N)

Nu volgt uit (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) en lemma 1.8, als N + «

(3.10) L(Ty|Pg(yy) —, NCO51)
en
(3.41)  LEIP, ) —, Nnads).

Verder is de rij rangtoetsen {¢N} = {x({TN>cN})}, met {ZN} zodanig dat
EN g 61 o als N - « voor zekere 0 < a < 1, asymptotisch meest onderschei-

dend voor het probleem (a;{6(N)},{t(N)}) met 6(N,n) = 6. en 1(N,n) =

=0, + AN(an-EN), N=1,2,..., n=1,...,N, op grond vgn stelling 2.5,

(3.36), (3.37), (3.40) en (3.41). De uitdrukking (3.33) voor het asympto-

tische onderscheidingsvermogen is een direct gevolg van (3.40) en (3.41).
Tenslotte volgt (3.32) uit (3.40) en het feit dat iedere rangtoets

verdelingsvrij is. Combinatie van dit resultaat met het voorafgaande im-
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pliceert, op grond van definitie 3.3, dat de rij rangtoetsenb{¢N} =
= {x({fN>gN})}, onder de voorwaarden van de stelling, asymptotische uniform
meest onderscheidend is voor het probleem (a;{HON},{KCN}). Hiermee is het

bewijs voltooid. [

OPMERKING 3.8: De toetsingsgrootheid %N’ welke in (3.31) gedefinieerd

wordt, kan ook geschreven worden als

BN (e )T e e (R Ly

~ -
Lo T =dJ - .
(3 ) N 0 "#n=1"Nn N “n=1 Nn N "RNn O)

Om dit in te zien merken we op dat

1
me aN(n,YO) = Z§=1E‘{O(Un) =N Jo vo(t)at = Njéodu =0,

waarbij de laatste overgang volgt uit de eerste relatie in (3.28).

In stelling 3.13 hebben we aangetoond dat de rangtoetsen die op grond
van stelling 3.7 lokaal meest onderscheidende rangtoetsen zijn voor het
eindige probleem (a;HO,Kc), onder zekere voorwaarden, asymptotisch optimaal
zijn voor het asymptotische probleem (a;{HON}’{KEN})'

We zullen nu met behulp vanAstelling 3.13 een tweetal resultaten for-
muleren met betrekking tot de constructie van asymptotisch uniform meest
onderscheidende rijen rangtoetsen voor het twee-steekproeven probleem,

waarbij H. getoetst wordt tegen verschuivingsalternatieven respectievelijk

0
tegen Lehmann-alternatieven van de gedaante (3.18). We hebben dan te maken

met het geval dat c =1, n-= 1,...,N1, c O, n=0N

Nn +1,...,N1+N

Nn = 1
N+N, = N, N = 1,2,... . Voor GO(Ge ) schrijven we G, terwijl
- )

= A -2 p= = _p =
Byp = By > B 1seeesNqs By, = -by s

25

=20

n = N1+1,...,N1+N2.

GEVOLG 3.14: Zij G een verdelingsfunctie met een positieve continu-dif-
ferentieerbare A-dichtheid g (met afgeleide g'), waarvoor (g'z/g dx < =,

en zij voor N = 1,2,..., n = 1,...,N,



.L]. = — - o
(3.43) GANn(x) Glx-ay ), <x < w,
met
(3.44) A= n/ +o(/ =3

N NN, NN,
zodat
-3 3.~3 3
= 4] = =
A N NSNS+ (N1 > 0= 1, N,
3.~ =3 -3
nN1N2 N ? + o(N2 ) , n = N1+1,..., N1+N2,

N = N1+N2, voor zekere n > 0. Dan wordt, als N,N1,N2 > », een asymptotisch
uniform meest onderscheidende rij rangtoetsen voor het twee-steekproeven
probleem, waarbij {HON} getoetst wordt tegen rijen verschuivingsalternatie-

ven (3.43) (met (3.44)), gegeven door {¢N} = {x({$N>gN})}, met {gh} zodanig

~

dat cN > 51_a, als N,N1,N2 > », voor zekere 0 < a < 1, en met
), R N B PR R -1 yN
(3.45) Ty = o0 MGG Loy ay(Rygovg) = Zn=N1+1 oy (Ryn o))

voor iedere N. Verder gelden (3.32) en (3.33).

BEWIJS:

Het bewijs volgt uit stelling 3.13 en het feit dat de voorwaarden van het
gevolg die van stelling 3.13 impliceren. We beginnen met op te merken dat
de keuze (3.44) aan voorwaarde (3.30) van stelling 3.13 voldoet. Verder

N 0,
N, = N, N = 1,2,... dat %N de gedaante (3.45) heeft.

volgt onmiddellijk uit het feit dat Cyn = 1, n= 1,...,N1, c

n = N1+1,...,N1+N2, 1\11

Vervolgens tonen we aan dat de voorwaarde opgelegd aan de verdelings-

c
O .

te zien beginnen we met op te merken dat g = -g'. Verder geldt

functie G voorwaarde (I) met k = 1, N = IR en p = A impliceert. Om dit in

gx) - 2(x-) g (x)
~ 2g (x)

Ag%(X)

voor alle -=» < x < » en A + 0. Wegens de ongelijkheid van Schwarz hebben we

nu voor iedere A > 0
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x=-A Zg?
'2
1 & _1J £'%(y)
= Jx—A be T8 X, TRy @

1
waarbij we gebruik maken van de continuiteit van g'/2g®.
Toepassing van het voorafgaande en van de stelling van Fubini (de in-

tegrand is niet negatief) levert nu

NI

2

dx <

J(E%(x) - g%(x-A))z g(x)dx = {(gﬁ(x) s g (x=0),
AgE(X)

2
1 g2 (y) _
Ia ”X[.x-A,x](Y)} gly) Y=

‘|/\

I
5=
>
—
—
>
™
<
<
+
>
—
®
fol)
]
N
g
fol)
<

"
|
—
®,
N

~

[}
[e7)
>

|

=
A

8

Uit lemma 3.6 volgt nu (3.29). Tenslotte merken we nog op dat g' sommeer-—

baar is, omdat

1 :'2' ) % |2/ d)\)%_ %<oo
lg'|ax = |g®|e" |/e%an < (|&' /8ar)® = J;

geldt wegens de ongelijkheid van Schwarz. Omdat g' continu is en g een

A-dichtheid voorstelt, levert toepassing van de gedomineerde convergentie-

stelling

M

2 ] _ . 2 =
1*"°°JM g'dx = 11mM2_m g(My) - 111%41_,_0, g(M,) = 0.
\—>00

Jg' dx = lim
My 1

Hiermee is het bewijs voltooid. [0
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VOORBEELD 3.3: De rij rangtoetsen {¢N} = {x({%N>gN})}, met {EN} zodanig

~

dat cy > £, , als N,,N,,N > =, voor zekere 0 < o < 1, en met {EN} gedefi-

nieerd door
N=1,2,...,

waarbi]j RN1""’RNN de rangnummers van XN1""’XNN (de "eerste" steekproef)
1

(¥1) () |
onder XN1""’XNN voorstellen, en V seee sV een geordende steekproef

van omvang N uit de standaard normale verdeling is, is asymptotisch uniform
meest onderscheidend voor het toetsen van {HON} tegen rijen normale ver-
schuivingsalternatieven welke voldoen asn (3.43) (met G normaal) en (3.Lk)
voor zekere n > 0. Dit betekent dat de toets van Fisher-Yates asymptotisch

optimaal is voor het twee-steekproeven probleem, waarbij H. getoetst wordt

tegen normale verschuivingsalternatieven. °
Om dit in te zien merken we op dat, indien we voor G de standaard

normale verdelingsfunctie & kiezen, men eenvoudig verifieert dat Yo = ®-1

en JO = 1. Combinatie van gevolge 3.14 met opmerking 3.8 levert nu onmid-

dellijk het gewenste resultaat.

VOORBEELD 3.4: De rij rangtoetsen {¢}= {X({§N>ZN})}, met {ZN} zodanig dat

~

ey > €1l als N1,N2,N -+ ®, voor zekere 0 < o < 1, en met {TN} gedefinieerd
door
11 1 1 N R
= =2yey~2y~2 V ! Nn _ -
Ty = 3NN °N, Zn=1 (2N+1 1), N=1,2,...,

waarbij RNT""’RNN de rangnummers van XN1""’XNN onder XN1"'°’XNN
1 1

voorstellen, is asymptotisch uniform meest onderscheidend voor het toetsen
van fHON} tegen rijen logistieke verschuivingsalternatieven welke voldoen
aan (3.43) (met G is logistiek)en (3.L4L4) voor zekere n > 0. Dit betekent
dat de twee-steekproeven toets van Wilcoxon asymptotisch optimaal is voor

het twee-steekproeven probleem, waarbij H. getoetst wordt tegen logistieke

0
verschuivingsalternatieven.
Om dit in te zien merken we op dat, indien we Voor G de (standaard)

logistieke verdelingsfunctie (zie voorbeeld 3.2) kiezen, men eenvoudig



99

verifieert dat yo(t) = 2t-1, 0 <t < 1. Hieruit volgt direct dat JO = %u

Combinatie van gevolg 3.14 met opmerking 3.8 levert onmiddellijk het gewen-

ste resultaat.

Het volgende resultaat betreft de constructie van een asymptotisch
uniform meest onderscheidende rij rangtoetsen voor het twee-steekproeven
probleem, waarbij H
daante (3.18).

0 getoetst wordt tegen Lehmann-alternatieven van de ge-

GEVOLG 3.15: Zij G een continue verdelingsfunctie en zij voor N = 1,2,...,.
n=1,...,N
2
(3.46) G, (x) = (1-ANn)G(x) + A G (x), —o < x < ®,
Nn
met
-3.3 -3 -3
Byn = N NS N +o(N1 ) n=1,...,N,
(3.47)
R N
= -nN] NN ° o+ o(N2 ) n o= No+1,... LN 4N,

N = N,+N., voor zekere O < n < 1. Dan wordt, als N,NT,N -+ o, een asympto-

172 2
tisch uniform meest onderscheidende rij rangtoetsen voor het twee-steek-
proeven probleem, waarbij {HON} getoetst wordt tegen rijen Lehmann-alter-
natieven (3.46) met (3.47), voor iedere keuze van G e FC’ gegeven door
{¢N}= {x({TN>cN})}, met {cN} zodanig dat ey * &q_y> 8ls NN, N, > @, voor

zekere 0 < a < 1, en met

5 = byl 7 nam
(3.48) T, = 3NN ANE ] (21D N=1,2,... .

Verder gelden (3.32) en (3.33).

BEWLJS:

Het gevolg is bewezen indien we laten zien dat de voorwaarden van het ge-
volg die van stelling 3.13 impliceren. Zoals we al in het bewijs van gevolg
3.14 hebben nagegaan volgt voorwaarde (3.30) van stelling 3.13 uit het ge-

geven (3.47). Verder impliceert opmerking 3.8, de keuze ¢ =1, n= 1,...,N1,

Nn
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Cyn = 0, n= N1+1,...,N1+N2, N1+N2 =N, N=1,2,... en het feit dat de
kansmaten behorende bij verdelingsfuncties GA’ 0<A< 1, t.o.v. de kans-
maat P (dwz. de kansmaat behorende bij de verdelingsfunctie G) P-dicht-
heden (zie (3.19)) gy =1+ A(2G-1) (met afgeleiden éA =2G6-1), 0 < A <1
bezitten, tezamen met (3.7) dat ﬁN de gedaante (3.L48) heeft.

Vervolgens tonen we aan dat de voorwaarde opgelegd aan de verdelings-
c

funetie G voorwaarde (I) @St k=1, NO = IR en u = P impliceert. Uit het
voorafgaande volgt dat [ %; dap = f; (2t-1)2dt = % zodat JO = %.

Bovendien geldt dat fédP = [ (2t-1)dt = 0, waarmee de eerste relatie uit

1
9
(3.28) is geverifieerd.

Om nu in te zien dat ook (3.29) geldt, merken we allereerst op dat

1 Y
2 g2 (x))? = L2 ¢ 5(g(x)-

)2
3A gA(X) -

Nol=

3 s - ® < X < ®, 'A] < 2,

zodat we met behulp van de middelwaarde stelling en de gedomineerde conver-

gentiestelling kunnen laten zien dat

Nl

ag%(x)
() e

gl(x)-g'(x)

s [

apP = Jlim
Hiermee is het bewijs voltooid. [

In een volgende stelling zullen we laten zien dat onder een extra
voorwaarde, stelling 3.13 geldig blijft, indien we de exacte scores
aN(n,YO), welke in de toetsingsgrootheid (3.31) optreden, vervangen door

benaderde scores aN(n).
STELLING 3.16: Laat aan de voorwaarden van stelling 3.13 voldaan zijn. Zij

verder aN(n), N=1,2,..., n=1,...,N een driehoekig schema van re&le ge-

tallen, zodanig dat
! 2
(3.49) limyg . Jo (ay(1+0uN]) - y () "au = o.

Zij verder voor iedere N
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= 25N = y2y-3 N -
(3.50) Ty = 70" Qnmq o)) Tnoq (o oy)2n Ry )+

Dan blijven de resultaten van stelling 3.13 geldig.

BEWIJS:
We beginnen het bewijs met op te merken dat we de rangtoetsingsgrootheid
(3.50), met sccres aN(n), zullen gaan benaderen met de corresponderende
rangtoetsingsgrootheid (3.31), met exacte scores aN(n,yO).

Op analoge wijze als dat in het betreffende deel van het bewijs van
stelling 3.13 is gedaan, kunnen we met behulp van lemma 3.12 laten zien
dat

—% N = \2y=3 ¢N ey 2 <
Eo(w) (7o (Ln=q (g~ ) ® Lo=q Copnoy) (R )-ag (Ry 57 ))° <

-1 2
<37 % jo(aN(1+[uN])-aN(1+[uN],YO)) du,

waarbij 6(N,n) = 040 N = 1,25000, 0 = 1,...,N.

Vervolgens merken we op dat
! 2
fo(aNmﬂum) - s (1+0un v )% <

1

1
<2 jo<aN<1+cum)-vo(u))2au + 2 [ ey (1+LuN,y,) = v (w))au.

0

De eerste term van het rechterlid convergeert op grond van het gegeven
(3.49) naar 0, als N > ». Om nu in te zien dat ook de tweede term van het
rechterlid naar O convergeert, als N + ®, merken we op dat (zie (3.23) en

(3.24) met v = YO)

1

y2(u)du < «

1
limsupy J (aN(1+[uN],yo))2du ij o
0

0

en

Limg a.N(1+[uN] ,YO) = Yo(u)
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voor A-bijna alle u ¢ (0,1). Toepassing van lemma 2.4 levert
! 2
limg . Jo(aN(1+[uNJ,YO)-YO(u)) du = 0.
Uit het voorafgaande volgt nu onmiddellijk dat

1
limN+w JO(aN(1+[uN])-aN(1+[uN],YO))2du = 0.

Maar dit betekent dat

. -3, - \2,-3 vN - 2 _
Yimy e, Eo(w) o Qpmt (o) )77 Limq (oo (o (Byy) - ay(Ry2v)))" = 0,
zodat we kunnen concluderen dat

-1 N - \2\-3 oN <
(3.51) Joé(zn=1(an—cN) )7 L Cegnoy) (o (R ) = e (R 5v)) ——)PG(N) 0,

als N > =, Wegens stelling 1.9 en het feit dat de voorwaarden van stelling
E . . .

3.13 naburigheid van {PT(N)} (T(N)EKCN, voor iedere N) t.o.v. {Pe(N)}

impliceert, volgt uit (3.51) dat het linkerlid in (3.51) ook in PT(N)-

waarschijnlijkheid naar O convergeert, als N + ., Toepassing van lemma

1.8 en stelling 3.13 levert nu onmiddellijk het gewenste resultaat. Hier—

mee 1is het bewijs voltooid. [J

In het volgende lemma zullen we laten zien dat de benaderde scores

n
YO(N+1)’ onder zekere voorwaarden, aan (3.49) voldoen.

LEMMA 3.17: Zij v een A-bijna overal continue kwadratisch-sommeerbare en Y2

een convexe functie op (0,1). Zij verder
oD
(3.52) ay(n) = v(§5),

voor N = 1,2,..., n= 1,...,N. Dan geldt (3.49) met Yo = Y-

BEWIJS:

We beginnen het bewijs met op te merken dat op grond van het gegeven en de
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ongelijkheid van Jensen, voor iedere N,

! 1
JO(aN(1+[11N]))2du = Jo Y2(1—+1E]_:._ﬂ‘;]—1)du =

1}

1N 2, ny_1¢N 2, (N.;n)
N lne1 ¥ (Ga7) T Lp=p Y (EU ) =

2§=1 EYZ(U(N’H) = 21;11:1 EYE(UII) =

IA

1 1
N N

1
EY2(U1) = J Y2 (w)du < ®,
0

zodat we kunnen concluderen dat

limsupy [1(aN(1+[uN]))2du j,J1 y2(u)du.
0 0
Volgens lemma 2.4 is het nu voldoende om te laten zien dat limN+maN(1+[uN])=
= y(u) voor A-bijna alle u e (0,1). Maar dit volgt onmiddellijk uit (3.52)
en het feit dat A-bijna overal continu is op (0,1). Hiermee is het bewijs
voltooid. [J

VOORBEELD 3.5: De rij rangtoetsen {¢N} = {x({5N>ZN})}, met {ZN} zodanig dat
Eﬁ -> €1—a’ als N1,N2,N > «, voor zekere 0 < o < 1, en met {%N} gedefinieerd

door

1 1 N RN
. 1 -1
2N222= o (=22, N=1,2,u0.,

N+1

1
voorstellen, is asymptotisch uniform meest onderscheidend voor het toetsen

waarbij RN1""’RNN de rangnummers van XN1,...,XNN1 onder XN1""’XNN

van {HON} tegen rijen normale verschuivingsalternatieven welke voldoen aan

(3.43) (met G normaal) en (3.44) voor zekere n > O. Dit betekent dat de
toets van Van der Waerden asymptotisch optimaal is voor het twee-steekproe-

van probleem, waarbij H_ getoetst wordt tegen normale verschuivingsalter-

0
natieven.
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Om dit in te zien merken we op dat gevolg 3.14 geldig blijft, indien
we de exacte scores, welke in de toetsingsgrootheid (3.45) optreden, ver-
vangen door scores aN(n) die voldoen aan (3.49). De bewering van dit voor-
beeld volgt nu onmiddellijk uit voorbeeld 3.3, lemma 3.17 en het feit dat

(<I>_1)2 convex is.

In de tot dusver ontwikkelde asymptotische theorie hebben we ons uit-
voerig beziggehouden met de constructie van asymptotisch meest onderschei-
dende rijen rangtoetsen voor het asymptotische toetsingsprobleem
(u;{HON},{KcN}). We hebben gezien dat zekere geschikt gekozen rijen rang-
toetsen, welke gebaseerd zijn op rangtoetsingsgrootheden

1
=2

(3.53) Ty =d

N 2,-3 ¢N -
0 (2n=1(an-cN) ) zn=1(an—cN)aN(RNn)’

onder zekere voorwaarden, asymptotisch uniform meest onderscheidende rijen
toetsen blijken te zijn voor het asymptotsiche toetsingsprobleem
(a;{HON},{KcN}). We merken op dat de in (3.53) optredende regressieconstan-
ten Cyq2ee o Cyy e N=1,2,..., en scores aN(1),...,aN(N), N=1,2,..., in
zekere zin, optimaal gekozen zijn. De regressieconstanten zijn de, in het
alternatief KcN waartegen HON getoetst wordt, optredende regressieconstan-
ten, terwijl de scores gerelateerd zijn aan de scorefunctie Yo =

= gé(GBl)/go(G61), de scorefunctie behorende bij de familie verdelingsfunc-

ties'{Gc, z € T} en een inwendig punt 6_ € T, welke bij de specificatie van

0
het alternatief KcN gegeven is.

Omdat we in de praktijk dikwijls niet precies weten welk regressie-
alternatief moet worden getoetst, is het van belang het asymptotische

gedrag van rijen rangtoetsen, gebaseerd op rangtoetsingsgrootheden van de

gedaante

~ -3 7N = y2y-2 ¢N =
(358 Ty = Ty (88T T (T (Ry )

. . . i = _ 1N
met willekeurige regressieconstanten dN1""’dNN (dN =X Zn=1 dNn) en
scores bN(]),...,bN(N), N = 1,2,..., te onderzoeken, voor het geval we deze

rij toetsen willen gebruiken voor het probleem (a;{HON},{KcN}).
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Het zal duidelijk zijn dat een rij rangtoetsen, gebaseerd op rang-
toetsingsgrootheden (3.54), met willekeurige regressieconstanten
dN1""’dNN’ en scores bN(1),...,bN(N), N=1,2,..., in het algemeen niet
asymptotisch uniform meest onderscheidend zal zijn voor het asymptotische
toetsingsprobleem (a;{HON},{KCN}).

Alvorens we in de volgende stelling hierover een resultaat formuleren,

introduceren we eerst nog een voorwaarde voor de regressieconstanten

Qqoe oy N = 1,250

NOETHER-VOORWAARDE: Een driehoekig schema van de regressieconstanten

dN1""’dNN’ N=1,2,..., voldoet aan de zgn. Noether-voorwaarde, indien

-2
Lim max, . oy dy,dy’ -0
- }

N - \2
n=1(dNn_dN)

casesss By = 3 Ty

STELLING 3.18: Zij k = 1 en eo een inwendig punt van T. Laat de familie
{GC’ ¢z € T} aan voorwaarde (I) voldoen en zij Yo = éO(GB1)/g0(G51)' Voorts

voldoen de parameters c en A_ uit KEN aan

N12° NN N

)2 - )2 2

2 2 ¢oN
(3.55) Ay max ( >0, Ay Zn=1(an_cN >n°,

1<n<N “Nn” N

voor zekere 0 < n < «, als N » =,

Zij Y een kwadratisch sommeerbare functie op (0,1) en zij

1
(3.56) j (v(w)=F)2au > 0,
0

1

waarbij ¥ = f v(u)du. 2ij by(1),...,bp(N), N = 1,2,... een driechoekig
0

schema van scores zbddanig dat

(3.57) limg, J(bN(H[uN])—Y(u))edu =0
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en zi] dN1""’dNN’ N = 1,2,... een driehoekig schema van regressieconstan-

ten welke aan de Noether-voorwaarde voldoet. Bovendien is gegeven dat

N - -
zn=1(an"cN)(dNn_dN)

( g=1(°Nn’°N)2 z(dNn_aN)g)

terwijl o, een niet-negatief getal is, gedefinieerd door

% = 91 2 09

(3.58) Limg

1
J Y(u)Yo(u)du

(3.59) — .

1 1
(] P | viman?

Poe

Zij tenslotte, voor iedere N

~ -3 N = y2y-3 ¢N 5
(3°60) TN =dJ (Zn=1(dNn_dN) ) Zn=1(dNn_dN)bN(RNn)
1

waarbij J = J (Y(u)—?)zdu, dan geldt, als N + =,
0

~ N
(3.61) L(TNIP ) —, N(o;’1)

voor iedere PN € HON’ N=1,2,..

Kies {cN} zodanig dat ey > €1 y?

is het asymptotische onderscheidingsvermogen van de rij rangtoetsen

fog} = Ix({Tpey )} gelijk aan

als N -+ », voor zekere 0 < a < 1. Dan

\
. = - - E

(3.62) llmN-woJ‘bNdPr(N) 1= eley_ymeqppndg)

voor iedere T(N) € K.y» ¥ =1,2,..., waarvoor (3.55) geldt. De asympto-

tische relatieve doeltreffendheid van de rij toetsen {¢N} = {x(§N>gN)} met

betrekking tot een asymptotisch uniform meest onderscheidende rij toetsen

is gelijk aan 02 = p?pg.

BEWIJS:
Het bewijs berust voornamelijk op stelling 2.9 en stelling 3.13. We schrij-
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ven %;d respectievelijk E;c voor (3.60) respectievelijk (3.31). Verder in-

troduceren we, voor iedere N, stochastische grootheden

~ -1 1
(3.63) 3% = AN (m,m)-0)%)7F N (A (W,n)-0 0 Wy (6 (g ) s
met
XMN,n) = GO + AN(dNn—aN), n=1,...,N en (zie (3.34))
o/ \
. ~ac _ ,~3,7N 2\-3 ¢N &0 Xyn’
(3.64) 857 = 7 AL, (r(Wum)-0))7F [ (x(N,n)-6) )
met
©(N,n) = 6, + AN(an—EN), n=1,...,N.

We merken op dat de grootheden (3.63) en (3.6L4) in feite niet van de para-

meter A van het alternatief Kc afhangen.

N N
We beginnen het bewijs met op te merken dat we, op grond van voorwaar-

de (I) en (3.55) reeds hebben laten zien (zie (3.38) en (3.39)) dat
%;c - §§°, zowel in Py yy = (6(N,n) = 6, N = 1,2,..., n = 1,...,N) alsook
in PT(N)—Waarschijnlijkheid naar 0 convergeert, als N > . Wegens de onge-
1ijkheid ‘

LR = 2 5T oy B0

* (Boy(Ry )-ay (Ry v))? + Elay Ry ,v)-v(u_)?)

is het onder gebruikmaking van (3.56) en (3.57) voldoende argumentatie lei-
dend tot (3.51) respectievelijk (3.38) toe te passen. Verder levert toepassing
van stelling 2.5, in combinatie met het feit dat de grootheid g;c niet van de

parameter A afhangt, dat de rij toetsen {¢N} = {(x(82°52.)}, met {Eﬁ} zodanig

N N
dat N - 51_a, voor zekere 0 < a < 1, als N » », asymptotisch uniform meest
onderscheidend is voor het probleem (a;{S(N)},{KcN}). Tenslotte volgt uit

stelling 2.5 nog (zie (2.22)) dat

i~ac 2
(3.65) 2SS - A, > inJ ., als N > =,
0N N PG(N) 0
1 ~
zodat, met o = nJé en T1N = S;c, aan voorwaarde (2.37) van stelling 2.10.

voldaan is. Maar dan is ook aan (3.65) voldaan met %;C in plaats van 5;0.
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Vervolgens zullen we gaan bewijzen dat de stochastische vector

~ac

(T,
passing van stelling 2.10 levert dan de bewering (3.62). Tenslotte geldt dan

ook (3.61) omdat voorwaarde (2.36) van stelling 2.10 met (T ) = (E;C,ggd)

%;d) aan voorwaarde (2.36) met p = p,p, Van stelling (2.9) voldoet. Toe-

N1’TN2
impliceert dat

~bd .
LA Py >, N3 1.
Daar de toets, gebaseerd op 5§d, verdelingsvrij is volgt hieruit onmiddel-

1lijk (3.61). We dienen nu nog te bewijzen dat inderdaad

~ac ~bd
(3-66) L(TN ’TN IPG(N)) -)Z N(0,0;1,1,p) p = 0192
~ac ~ac ~bd ~bd . ce s .
geldt. Daar zowel TN - SN als ook TN - SN in PB(N)-waarschlJnllgkheld

naar O convergeert, als N -+ », is het op grond van lemma 1.8 en het "Cramer-

Wold device" (lemma 1.7) voldoende om te laten zien dat

xac ~bd 2, 2
. + ;
(3.67) L(“1SN HoSy |P6(N)) >, N(O,u1+u2+2u1u20)
voor ledere HisH, € IR. Nu is u1§§c + uzggd een som van o0.0. stochastische

grootheden, met termen, welke op grond van voorwaarde (I) en de kwadratische
sommeerbaarheid van y, eindige eerste en tweede momenten bezitten.

Men kan nu op analoge wijze als we in het betreffende deel van het bewijs van
stelling 2.5 hebben gedaan, verifi&ren dat aan de Lindeberg-voorwaarde van de
centrale limietstelling van Lindeberg-Feller is voldaan. Daar waar in het be-
treffende deel van dat bewijs van stelling 2.5 het gegeven (2.20) gebruikt
wordt, dienen we echter voorwaarde (3.30) en de Noether-voorwaarde toe te
passen. De bewering over de asymptotische verwachting en variantie in (3.67)
volgt direct uit voorwaarde (I), de kwadratische sommeerbaarheid van y, als—

mede (3.58) en (3.59). Hiermee is het bewijs voltooid. [
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OPMERKING 3.9: Met behulp van stelling 3.18 kunnen we nu, zonder veel
moeite, resultaten formuleren met betrekking tot het asymptotische onder-
scheidingsvermogen van rijen rangtoetsen voor het twee-steekproeven pro-
bleem, onder verschuivingsalternatieven respectievelijk Lehmann-alterna-

tieven.

Tot besluit van dit hoofdstuk vermelden we nog enige resultaten met
betrekking tot de asymptotische optimaliteit van de hypothesen H1 en H2.
We kunnen, voor iedere N, de hypothese H1N en H2N definiéren op een wijze
die volkomen analoog is aan de definitie van HON' Voor wat het toetsen van
de hypothese H, (symmetrie) betreft beperken we ons hierbij tot de con-
structie van een rij asymptotisch uniform meest onderscheidende rangtoetsen
voor het probleem H1 te toetsen tegen verschuivingsalternatieven. We
schrijven G in plaats van G.(G

0
afstand AN.

0 ) en we beschouwen verschuivingen over een
0

STELLING 3.19.: Zij G een symmetrische verdelingsfunctie met symmetrie punt
0 en met een positieve continue-differentieerbare dichtheid g (met afgeleide
g'), waarvoor J0 = f g‘elgdk < o, Zi]
-1 1.1
] JLOFI§
_B_S_%Tﬁ_ataﬁl 0<t <1,
g(G™ (3+3t))

+
(3.68) yo(t)

..+ . . .
en z1] aN(n), N=1,2,..., n=1,...,N een driehoekig schema van reéle

getallen zodanig dat
6 ; Nt (reta) - vF(w)2au =
(3.69) limg . a1+ - volu du = 0.

7ij verder voor ieder N

(3-70) GAN(X) = G(X—AN) -0 < X < o
met

_a _2
(3.71) by = N 2 4+ o(N"2)

voor zekere n > O.
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Zij tenslotte, voor iedere N
R
~ _ ~3.~3 vN +, +
(3.72) TN - JO N zn=1 aN(RNn) sén XNn'
Dan geldt, als N » =,
~ N
(3.73) L(TNIP ) —, N(031)

voor iedere PN € H1N’ N=1,2,...

Kies {ZN} zodanig dat ~N - E1—a’ als N > », voor zekere 0 < o < 1. Dan is
de rij rangtoetsen {¢N} = {x({fN>3N})} asymptotisch uniform meest onder-

scheidend voor het probleem {H1N} te toetsen tegen rijen verschuivingsal-
ternatieven (3.70) (met (3.71)).

Het asymptotisch onderscheidingsvermogen is gelijk aan
- 2
(3.74) limyg,. J¢NdPAN =1 - o(g,_ -ndp)
voor iedere {AN} waarvoor (3.71) geldt.

BEWIJS:
Het bewijs verloopt analoog aan het bewijs van gevolg 3.14. Omdat we hier

te maken hebben met benaderde scores dienen we ook nog gebruik te maken van
(3.69) (zie stelling 3.16). O

Tenslotte geven we een resultaat betreffende de asymptotische optima-
liteit van de rangcorrelatie toets van Spearman voor het toetsen van de

hypothese H, van onafhankelijkheid tegen zekere Lehmann-alternatieven.

STELLING 3.20: Zij voor iedere N

(3.75) GAN(X) = H(y)K(z) (1+4 (H(y)-1)(K(2)-1)), x = (y,2),
-0 < y,z < ®, 0<A< 1, HK ¢ FC’ met

(3.76) Ay = nN_% + o(N_%)

voor zekere O < n < 1.
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7Zij tenslotte, voor iedere N

Bn

- o 1)
N+1 '

(2 g3-

-1
~ _ -3 N
(3.77) T, = 3N 2], (2
Dan geldt, als N > o,
~ N
(3.78) L(Ty|P") —, N(031)

. N
voor iedere P € HZN’ N=1,2,...

Kies {EN} zodanig dat EN > £, ,» als N > =, voor zekere 0 < a < 1. Dan
is de rij rangtoetsen {¢N} = {x(TN>3N)} asymptotisch uniform meest onder-
scheidend voor het probleem {H2N} te toetsen tegen Lehmann-alternatieven
(3.75), voor iedere keuze van H en K ¢ F.

Het asymptotisch onderscheidingsvermogen is gelijk aan

).

(3.79) Limg J¢NdPAN =1-0(g, -3
BEWIJS:
Het bewijs verloopt analoog aan het bewijs van gevolg 3.15. Hierbij vervan-
gen we stelling 3.13 door een analoge stelling, welke hier onvermeld blijft,
betreffende de rangtoetsingsgrootheden (3.77). Tenslotte dienen we dan te
verifiéren dat de voorwaarden van het gevolg voorwaarde (I) met k = 2,

2 2

Ng =FR" en u = P° (de kansmaat behorende bij de verdelingsfunctie G = H.K,

H,K € Fc) en (2.20) impliceert. O
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BRONVERMELDINGEN

De ulteenzettlng over de theorie der rangtoetsen is grotendeels ont-
leend aan HAJEK & SIDAK [12] en WITTING & NOLLE [24k]. De constructie van
lokaal meest onderscheidende rangtoetsen voor het toetsen van de hypothese
HO van isomorie tegen een regressie-alternatief K 1n stelllng 3.7, is een
enigszins gewijzigde versie van een resultaat uit HAJEK & SIDAK [12].
Voorwaarde (II) van stelling 3.7, welke nauw aansluit bij voorwgarde (1)
uit hoofdstuk 2, is een variant van de in stelling II.4.8 van HAJEK -
SIDAK [12] vermelde voorwaarde Al. De formulering van gevolg 3.8 ontleend
aan HAJEK - SIDAK [12], is in verband hiermee enigszins gewijzigd.

De behandeling van de asymptotlsche optimaliteit van rangtoetsen be-
rust grotendeels op HAJEK - SIDAK [12] en WITTING - NOLLE [24]1; zie ook
HAJEK [10]. De definitie (definitie 3.3) van een asymptotisch uniform meest
onderscheidende rij toetsen is overgenomen uit WITTING - NBLLE [24]. De
formulering van stelling 3.13, evenals stelling 3.16 en 3.18, zijn groten-
deels ontleend aan HAJEK - éIDAK [12]. Voorwaarde (I) -zie ook hoofstuk 2-
is overgenomen uit WITTING - NSLLE [24], terwijl ook voorwaarde (3.30)
van stelling 3.13, voor het speciale geval dat CNn =1, n= 1,...,N1, .
CNn =0, n-= N1+1,..., N1 + N2, N1 + N2 = N, te vinden is in WITTING - NOLLE
[24]. Gevolg 3.1k, 3.15, lemma 3.17, stelling 3.19 en 3.20 zijn eveneens
te vinden in WITTING - NOLLE [2k].

Van de meer recente literatuur over asymptotische optimaliteit van
rangtoetsen noemen we BERAN [5] en BEHNEN [3], [L]. Een uitstekegde inlei-

ding tot de in dit hoofdstuk besproken theorie is te vinden in HAJEK [11].
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Vraagstukken

1.1. Laten voor N = 1,2,..., PN en QN kansmaten zijn, gedefinieerd op de

meetbare ruimte (XN’AN)'

Laat zien dat de volgende implicaties nZet juist zijn:

a) {PN} < [QN} = Py~ Qy  voor voldoend grote N, (waarin P ~ Q

asngeeft dat P en Q equivalent zijn),

b) PN ~ QN voor N = 1,2,... = {PN} < {QN},
c) (P} @ {q) = Il PN—QNH +0 als N> w,
In de opgaven 1.2 t/m 1.5 worden een aantal voorbeelden gegeven ven situa-

ties waarin twee rijen kansmaten nsburig zijn.

1.2. Beschouw voor 6 > -1 de familie van kansdichtheden t.o.v. de Lebesgue-
maat op (R,B):

J (6+1) x° voor x € (0,1),

f (x) =
0
1 0 voor x e (0,1)C.

Zij voor N = 1,2,...,XN een stochastische grootheid met f PBN of Peﬁ
als kansverdeling op (XN,AN) = (IR,B), bepaald door de dichtheden
feN respectievelijk feﬁ-

Als nu gegeven is dat de rijen {GN} en {Oﬁ} beide naar boven begrensd

en van -1 verwijderd zijn, bewijs dan dat:

(P, } (P}
eN eN

1.3. Een klasse P = {Pe, o € (a,b) ¢ R} van kansmaten op (IR,B) heet een

een-parameter exponenti8le familie in 6 en x als er een dominerende
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1.4,

1.5.

maat v bestaat met de eigenschap dat de v-dichtheid fe van Pe van de

volgende vorm is:
fe(x) = c(8) exp(6x).

Laten {GN} en {eﬁ} twee rijen regle getallen in (a,b) zijn, verwijderd

van zowel a als b. Bewijs dat:

(P, } o {P,}.
eN eN

Laten voor N = 1,2,...,P§ en QE de simultane verdelingen zijn van

N onafhankelijke volgens Py respectievelijk Py verdeelde stochasti-

sche grootheden XN1""’XNN’ waarbij P, element is van een een-para-

0
meter exponentiéle familie in 6 en t(x), met dichtheid van de vorm

fe(x) = c(0) exp(6t(x)), 6 ¢ 0,
t.o0.v. een dominerende maat v. Bewijs dat:

N N . _ -3
{PN} © {QN} als 6, € int(0) en Oy = 0o + N2,

voor zekere n € IR.

Laten Pg en Qﬂ de simultane verdelingen zijn van N onafhankelijke

N<“n’°§) respectievelijk N(vN,oﬁ) verdeelde stochastische grootheden

XN1""’XNN' Bewijs dat geldt:
HN—V

oy

N)2 is begrensd.

(B}« {QNN} o N(

Bij rijen o.0.i. verdeelde stochastische grootheden impliceert naburigheid

van simultane kansverdelingen dat de marginale kansverdelingen tot elkaar

naderen, zoals in opgave 1.7 preciezer wordt geformuleerd. Deze implicatie

geeft een goed inzicht in de betekenis van naburigheid van rijen simultane

kansverdelingen.
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1.7.

1.8.
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Laat voor N = 1,2,..., PN en QN kansmaten zijn op (XN,AN). Dan geldt de

implicatie:
Py} @ (Qy) = 1im sup [ P-qyll < 1,

(vergelijk stelling 1.12).

Laten voor N = 1,2,..., PN en QN kansmaten zijn op de meetbare ruimte
(Xygohy) -

Beschouw voor N = 1,2,..., Pg := PN X PN X o.. X PN en

Qﬂ = QN X QN X .. X , de N-voudige productmaten, gedefinieerd op

de productruimte (Xg,AN).

a) Laat zien dat in deze situatie de volgende implicatie juist is:
N N
() @ {q} = Il PN—Q,NH + 0  voor N+w,
zodat bij naburigheid van de productmaten de marginalen in sterke
zin tot elkaar naderen als N»>«.

b) Bewijs dat niet geldt:

||PN—QN|I+ 0 voor Now = {Pg} > {Qg}-

Laten voor N = 1,2,..., P_ en QN kansmaten zijn, gedefinieerd op de

N
meetbare ruimte (XN,AN). . .
Beschouw voor N = 1,2,..., de productmaten P = ;0 P; en
N N .. ..o, XN N
Q := 151 Q> gedefinieerd op de productmaatruimte (151 Xi, ;04 Ai)'

a) Bewijs dat de volgende implicatie juist is:
N N 2
{P} = {Q}=>{PN} > {QN} én Py~ Q voor N = 152500e &

b) Laat zien dat de omkering van a) niet juist is.
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1.9. Laat aan de hand van een tegenvoorbeeld zien dat de condities (b') en

(c') van stelling 1.14 niet impliceren {PN} <> {QN}.

In stelling 1.9 en stelling 1.13 zijn karakterizeringen gegeven van het
begrip naburigheid van twee rijen kansmaten. Opgave 1.10 geeft nog een

andere karakterisering.

1.10. Laten voor N = 1,2,..., PN en QN kansmaten zijn gedefinieerd op de
meetbare ruimte (XN,AN). Bewijs dat de volgende uitspraken equivalent
zijn:

a) {PN} <> {QN},
b) voor alle AN-meetbare stochastische grootheden T
(N = 1,2,...) geldt:

N

{L(TNIPN)} is relatief compact @ {L(TN|QN)} is relatief compact.

1.11. Laten voor N = 1,2,..., PN en QN kansmaten zijn gedefinieerd op
(XN’AN)’ laat TN een AN—meetbare k-dim. stochastische vector zijn,
(k 2 1) en laat AN de logarithme zijn van het aannemelijkheidsquotiént,
zoals gedefinieerd in 1.1k,
Als {L((AN,TN)IPN)} s N(u;Z), voor zekere (k+1)-dim. verwachtings-

vector p = (-=u ,u1,...,uk) en

2
Co.. o o
01 "02 "°" "0k
%1 %11
covariantiematrix z = . : R
%ok %k

dan geldt {L((AN,TN)|QN)} > N(v3Z), met v = u + Iy, waarbij I, de
eerste rijvector is van I.

Bewijs dit.



1.12.

1T

Laten voor N = 1,2,..., PN en QN kansmaten zijn, gedefinieerd op
(XN’AN) Laat vervolgens voor N = 1,2,..., T een k-dim. stochastische
vector (k = 1) zijn op (XN,AN) en laat Ay de logarithme zijn van het
aannemelijkheidsquoti&nt, zoals gedefinieerd in 1.1k,

Stel dat L(TNlPN) 2 N(0o;T), waar T een niet-singuliere k x k-~
covariantiematrix is. Laat er tenslotte een h € REK bestaan z6 dat

geldt:

waar oo = Ge(h) := hTh'. Bewijs dat L((AN,TN)IPN) 7 N(us;Z), waarbij

12 62 hr
u=(-§-o 30,...,0) en & = ( )
Th' T

Opmerking: Uit opgaven 1.11 en 1.12 leiden we nu direct de volgende gene-
ralisatie van gevolg 1.18(iii) af:

Zij T

een stochastische k-dim. vector (k > 1) op (XN,AN), N=1,2,...

en zij 02 = hI'h' voor zekere k X k-covariantiematrix I' en zekere h € .Rk,

dan geldt de volgende implicatie:

1 2
hTy - Ay +PN 20
= L((Ays 1\])IQN) > N(vsz),

L(TNIPN) > N(o,T)

(o] hl
= ( ) en v = (%Gz,hf).

Th' T
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Oplossingen der vraagstukken

1.1.

We geven een aantal tegenvoorbeelden:

a) Zij PN de homogene verdeling op (0,1) voor N = 1,2,..., en zij

Qy de homogene verdeling op (%,1+ %) voor N = 1,2,... . Dan is
=1 .
PN % QN (alle N) en HPN - QNII— i 0 als N > o,

b) Zij PN de normale N( pN;1) verdeling (N=1,2,...) met limNém by =

en zij Qq de normale N(v_31) verdeling (N=1,2,...) met limsu.pN_)co

N’

N << Kies A = (uN, ) yoor N = 1,2,..., dan geldt
limN—)oo PN(AN) =3 en limg Q,N(AN) = 0 zodat {PN} RoeS {Q,N}.
Anderzijds is PN ~ QN voor alle N.

ec) Zij P

V.

N de normale N(uN;T) verdeling (N=1,2,...) met limNam
IV R en zij QN de normale N(vN;1) verdeling (N=1,2,...)
met 11mN+m vN = v e R, waarin u # v. Volgens voorbeeld 1.2

is {PN} <> {QN}, terwijl

lim |@(3( vy B

N0

[20(2(v-u)) -1 > o.

o) = 23l )) |

lim || P -
Lin || 7,0

1.2. De grootheid AN uit formule (1.1L4) heeft thans met kans 1 de gedaan-

te Ay AN(XN) Log{( e'+1)/(eN+1)} + (eﬁ-eN)log X N = 1,2,
Elke deelrlJ {m} ¢ {N} bevat een subdeelrij {r} zodat er > 6 en

6; + 6' als r » © voor zekere — 1 < 6 < @wen - 1 < 0' < o, Zij Pe
(respectievelijk Pe,)de kansverdeling met dichtheid fe (respectieve-
1ijk fe,). Dan geldt P — Py

van de eerste bewering van lemma 1.4 dat

en Qr-—+z Pe,. Hieruit volgt op grond

A= log{(6'+1)/(6+1)} + (8'-6) log X voor r -+ o,

waarin de kansverdeling van de stochastische grootheid X in het eers-

te geval P_ en in het tweede geval Pe, is. Hiermee is bewezen dat aan

[*]
eigenschap (b) van stelling 1.13 voldaan is, zodat op grond van deze

stelling {PGN} <+ {Peﬁ}’
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1.3. De grootheid A  uit formule (1.14) heeft met kans 1 de gedaante
= = ! + -0 = aes o -
Ay AN(XN) 1og(c(eN)/c(eN)) (eN eN) X N = 1,2, Elke deel
rij {m} < {N} bevat een subdeelrij {r} zodat Gr + 0 en e; + 0' als
r > o voor zekere a < 8 < b en a < 8' < b. Zij Py (respectievelijk Pe,)
de kansverdeling met dichtheid £, (respectievelijk fe,). Dan geldt
Pr g Fg om Q. >, Pgre
Het is algemeen bekend dat c(6) een continue functie van 6 is op (a,b)
zodat volgt dat
Ar -5 log(e(6)/c(0')) + (0-0') X voor r - =,
waarin de kansverdeling van de stochastische grootheid X in het eerste

geval Pe en in het tweede geval P_, is. Hiermee is bewezen dat aan

9'
eigenschap (b) van stelling 1.13 voldaan is, zodat op grond van deze

stelling {Pe } @ {Pe,}.
N N

1.4. De grootheid Ay uit formule (1.14) heeft thans met kans 1 de gedaante

N
Nlogfe(ey)/c(6,)} + (eN-eo).Z1 t(Xy;) =
1=

ty = Ay Ty

1 1 N
Nlog{c(eo+nN-2)/C(90)} + nN-eiZ1 t(XNi)'

Het is algemeen bekend dat c(-) een oneindig vaak differentieerbare

functie is op int (0). Hieruit volgt dat

-3 -3 &%)
log c(90+nN ) = log c(eo) + nN ETEET_ +
2
e"(8.)c(o )-{c'(6,.)}
ERCEY 0 0 . 0 + 0(N’3/2)_
{c(eo)}
Men kan laten zien dat voor alle i = 1,2,...,N,
] ' 2 "

c (eo) {c (60)} —-c (eo)c(eo)

Eeot(xm) =T ey o vary ;) = Te(og072 .
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1.

Hieruit volgt dat

L p e"(Bg)e(eg)-le (0))?
AN = 2N ) + nN
{e(e,)}

1
"2

t(xN Et(XNi)}+0(N_%).

In~4z

Op grond van de centrale limietstelling convergeert de tweede term

in het linkerlid in verdeling naar de normale
1 2 ”
, le (90)} c ?60)C(60)
2
{e(o,)}

N(osn

verdeling.

Maar dan geldt ook (zie lemma 1.8) dat

o Le(8)1%=c"(0,)c(0,)
2

{C(SO)}

L(AN|P§) > N(-20%30%) met o° = n

zodat wegens gevolg 1.16 {Pg} <> {Qg}.

We berekenen voor N = 1,2,... de logarithme van het aannemelijkheids-

quotient:
2,-1 -2 2
N (2moy;) Pexpl{-30_ (X .-u_ )"}
Ay = Ay (yqseeesXpy) = l°g[ig1 = fz i 2 ] =
(2moy) Pexpl-doy " (Xy; - )}

I~—e

-2 2 -2 2, _
1{°N (Ryg=vy) = oy (yy=uy) 7} =

1
=2
1

N
= -2 1 -2 2_ 2
=y (UN—vN)i£1 T A

Als L(Xﬁi) = N(uN;cﬁ) voor i = 1,2,...,N, dan geldt

ot e rn=Ny2 VN My 2
LCay) = N(-2n( o )TN ( o 7).

Men ziet eenvoudlg in dat een rij N( aN’T ) verdellngen d.e.s.d. uni-
form beperkt is indien de rijen {aN} en {t } begrensd zijn. Hieruit

volgt op grond van lemma 1.5 dat {L( ANIP )} d.e.s.d. relatief compact
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H=v 2
N N) } begrensd is. Geheel analoog laat men nu zien
\T
2
¥ I\‘) } be-

dat {L(ANng)} d.e.s
grensd is. Toepassing van stelling 1.13 geeft nu het verlangdg resultaat.

is als de rij {N(

.d. relatief compact is als de rij {N( N

1.6. Onderstel dat lim suPN-»oH P -QNH = 1. Dan is er een deelrij {m} van
{N} zodat lim ||P Qm|| . Dit impliceert dat er een rij verzame-
lingen {A } bestaat zodat lim IP (A Qm(Am){ = 1.

Maar dan bestaat er een deelrlJ {r} van {m} met de eigenschap dat

of 1lim Pr(Ar) 1 en 1lim Qr(Ar) = 0,
> 100

of 1lim Qr(Ar) 1 en 1imP (A ) = 0.

1o row T T
Dit is in strijd met de naburigheid van {PN} en {QN}.

1.7. a) Uit {P } < {QN} volgt met behulp van opgave 1.6 dat er een € > 0

bestaat zodat 6(Pg Qg 2 < 1 - ¢ voor alle voldoend grote N.

Zij By = P + QN N = 1,2, . Dan geldt voor alle voldoend grote N
N 1 N 1
N N2 3,2
2 - ¢ > G(PN,QN) = f...[(ng1pN(xn)§ - nl;[‘qu(xn)z) duN(x1). . .

--duN(xN) =

N
2 - EJ. f i} pN( n) qN(x ) duN(x1)...duN(xN) =

N ; 5 N

3 3 2
2 2 =2 _o2m -1
2 - 2ng]pr(xn) qN(Xn) duN(xn) =2 2n=1[1 NS(PN,O ) ]

2 - 2[1 - %G(PN,QN)Z]N

zodat [1 - %S(PN,QN)ZJN > 3(1+e) voor alle voldoend grote N. Dit
impliceert dat 1imN*w 6(PN,QN) = 0.
Overgang op logarithme geeft

logl1 - 38(Py QN) 1> —-1 g(lig)
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voor voldoend grote N, zodat

-ES(PNQ'N) + 0(8 NQ'N >log—2—

Hieruit volgt dat 6(PN,QN) = O(N—%) als N > =. Toepassing van
lemma 1.11 geeft dat ]]PN—QN||= 0(N"2) voor N + =, waarmee a) be-
wezen is.

b) In punt a) hebben we de implicatie {PN} <P {Qﬂ} = ||P -QN|[= O(N-%)
voor N > « bewezen. Laat limg ||P QN|[- 0 én laat N? [[P QN||+ @,
Dan kan {P } en {QN} dus niet naburig zijn. Als voorbeelden noemen

we:

(1) wvoor N = 1,2,... is P de homogene verdeling op (0,1) en Q

)
de homogzne verdeling op (aN,1+aN) met 11mN+m aN =0 en
1i N =
-»00
(ii) votg N = ?N2 vees P= N(u '02 en = N(v '02) met
. ; s s Iy ﬁ’ QN NN}
limNaw N =0 en lim N(——— i N)2 = » (zie opgave 1.5).

o
N N
Opmerking: Er is ook een geheel ander bewijs van punt a) in opgave

1.7 mogelijk, dat berust op stelling 1.13. Uit de naburigheid van
N N .
{PN} en {Q.N} volgt dat

N (x)
L(AN) = L(iZ1 log ——F=— (X )

relatief compact is, zowel onder {PN} als onder {QN}. Maar dan
(zie Gnedenko en Kolmogorov [ 9 1, pag. 58):

P, (X)
log E;Tij -+~ 0 zowel in PN-kans als in QN-kans en dus
P
ook in p_ = N+QN - kans, zodat
N 2
py (X) Py (X)-q (X)
() st awa. BAE L
Iy y Iy *N

Zij e > 0 willekeurig, dan is
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o
eyl = 3 [Imaglan = 3 [ x(1-8

q.
N
" | = e)!pN-qNIduN

ol

ol

Py -
N °N _ N °N J
fx(l——qN | < o) lpgraglaw < 3 [ = e ey ¢

Py~ qN

+
ol

nol=
™
.

| 2 duN +

1 =

J equduy = f x(
Wegens (*) hebben wela dus 0 < lim sup . I PN—Q,NH < 3¢ voor elke € > O
en derhalve 1lPN—QN|l > 0 voor N - w.

1.8. a) Zij {PN} 4 {QN}. Laat voor N = 1,2,... AN € AN zodat

limN_)oo PN(AN) = 0. Dan geldt tevens dat

limg PN(X1XXZX...XXN_1XAN) = 0. Hieruit volgt dat

11m QN(AN llm Q (X X. 0% N—1XAN) =

Evenzo impliceert limNQm QN(AN) = 0 dat limN*m PN(AN) = 0, zodat
{P } < {QN}

Stel dat PN niet equlvalent is met QN voor alle N. Dan is er een

index n eneen verzameling A € A zodat P (A ) =0 en Q (A ) >0
n n n''n n' n
(of omgekeerd). Maar hieruit volgt dat voor alle N = n,n+1,...,

N
P (X1x...xXn_1xAnxxn+1X...xXN)

n
o

en QN(X]X...xxn_1XAnXXn+1X...XXN)

spraak is met het gegeven.

Qn(An) = 0, hetgeen in tegen-

Opmerking: Men kan zelfs op dezelfde wijze als in de oplossing van
opgave 1.7 laten zien dat ult het gegeven volgt dat limN%m !|PN-QN||=

b) Beschouw het volgende tegenvoorbeeld.

Voor N = 1,2,... is Py de homogene verdeling op (0,1) en heeft Q

t.0.v. de Lebesgue maat de dichtheid
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N voor O < x < 1/N
ay(x) =
N __ voor 1/N < x < 1.
2(N-1) '

Kies voor N = 152,00 A0 = (0,1/N) x n§=2 (0,1). Dan is

limg PN(AN) = limy  1/N =0 en lim QN(AN> “lim 3= 3,
zodat {P'} en {QN} niet naburig zijn.

1.9. Kies voor Py de homogene verdeling op (0,1), N = 1,2,... en kies voor
Qy de homogene verdeling op (0,3), N = 1,2,...
Dan is QN(LN=2) = 1 voor alle N, zodat triviaal aan (b') voldaan is.
Voorts is PN(LN=2) = PN(LN=O) = } voor alle N, zodat ook aan (c') is
voldaan. Daar PN(AN=_m> =PN(LN=O) = } voor alle N, is {L(AN|PN)} niet
uniform beperkt en dus niet relatief compact, zodat op grond van stel-
ling 1.13 niet geldt {PN} <> {Qy}.
Uiteraard kan men legio rijen kansmaten {PN} en {QN} construeren zbdat
PN(AN= —w) = PN(LN=O) niet naar O convergeert, terwijl wel aan (b') en

(c') is voldaan.

1.10. a) = b). Zij By} < {Qy} en zij {L(TNlPN)} relatief compact. Dan is
{L(TN]PN)} ook uniform beperkt. Zij {e;} een rij reéle getallen 28
dat €; ¥ 0. Dan bestaat er een rij {ci} z6 dat c; e én
PN(|TN! > c;) <e; voor alle N = 1,2,... en i = 1,2,...

Onderstel dat {L(TN]QN)} niet relatief compact en dus niet uniform
beperkt is. Dan bestaat er een € > O en een deelrij {Ni} z6 dat
QNi(]TNiI > ci) 2evoori=1,2,... .%ij ANi 1= [ITNi] > c;]

(A, ) > 0 én

Ny Ny

QN‘(AN_)f* 0. Dan zijn {Py } en {QNi} dus niet naburig, hetgeen

1oL . . . . ..

impliceert dat {PN} en {QN% evenmin naburig zijn, in strijd met

voor i = 1,2,... , dan volgt voor i - « dat P

het gegeven. Maar dan is {L(TNIQN)} dus wel relatief compact. Ana-
loog bewijst men de implicatie {L(TNIQN)} relatief compact
= {L(TN|PN)} relatief compact.

b) = a). Laat de equivalentie ({L(TN|PN)} is relatief compact) <=



125

({L(TNlQN)} is relatief compact) gelden voor alle AN-meetbare sto-
chastische grootheden TN(N=1,2,...). In het bijzonder geldt deze
equivalentie dus voor het aannemelijksquotient LN(N=1,2,...).

Daar {L(LNIPk)} 41tijd relatief compact is (zie pag. 19) volgt

dat ook {L(LNIQN)} relatief compact is en dus m.b.v. stelling 1.1k
dat {QN} Q {PN}. Door verwisseling van de rol van P en Qp bewijst
men analoog dat {PN} 9 {QN}.

1.11. Voor het gemak voeren we de volgende notaties in:

ee 0

. . 5~ ~ 1911° 12 1k
wo= (seeeom)s o= (0 seees0ge )3 € = (6“5z) en § = O -
%1k %%k

Uit het gegeven volgt m.b.v. lemma 1.7 dat L(AN]PN) >, N(—go 50 )
zodat {PN}~¢> {QN} (lemma 1.17). Toepassing van stelling 1.15 levert
aat L((Ag,T) Q) —, L',

waarbij

dN<(11’:,Z) (v,t) = exp(y) (yeR ,teR™).

7Zij 02 = 0 (en dus L, = 0), dan is exp(y) = 1 b.o. onder N(u,z), zo-
dat in dit geval onmiddellijk volgt dat L((AN,TN)IQN) >, N(usz).
Veronderstel dus vervolgens dat o° > 0. Zi] % de karakteristieke

functie van L', dan is dus
36) = [ emlispeife )N (r,0),

waarin s = (so,g) en s = (s .»S. ). We berekenen deze integraal

.
door eerst de integrand te lﬁtegre?en naar t met de voorwaardelijke
verdeling gegeven y en vervolgens te integreren naar y met de mar-
ginale verdeling van y. Zij L; de (eventueel ontaarde) voorwaarde-
1i jke verdellng gegeven y, dan is L' de normale N(u ;Z) verdeling,

waarin uy =0 + 20 (y+c /2) enT=23-2'c g (zie ANDERSON [1]).
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De marginale verdeling van y is de normale N(—%oe;ce) verdeling zo-
dat geldt

9(s) = f

2,3 . -
(2mc“) éexp(lsoy+y—%o 2(y+%02)2[f
R

K exp(ist')dL;r(t)]dy.

Daar de vorm tussen rechte haken juist de karakteristieke functie is

van de L&—verdeling, geldt
exp(ist')dL'(t) = exp(isn'-1s%s') =
[ omiiFeal () = exp(adi-33850)
- PRI PSS '2~':'v 1 ~~v
= exp(isp'+3isg'+io “sg'y-23sIs'),
zodat

$(s) = exp(isn'+}isc'-15%s').

2)2)

1 D -
. f (2no2)-2exp(y+isoy+io 2sc'y—%o 2(y+%c dy.
IR

We kunnen eenvoudig narekenen dat de integraal in deze laatste uit-

drukking gelijk is aan
1 - ~e~
[ (oney expl 3072y (55T +0% (412001 ey
IR

- expl(- g 0%)+10 2 (15T 1405 (3+is )%} =

= exp(- '%‘ 02+%G-2(ig2'+02(%+i80))2) >

zodat
~ U D e
(s) = exp(isp'+3isg'-3sZs' - 1 02-%0 (sc')2 +
8
Lo ~e 1 2 . 2 2
+ 3isg' - sosc' +go + %1300 - 3o so) ,

hetgeen juist de karakteristieke functie is van de normale N(v;Z)

verdeling.
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. We zullen laten zien dat voor elke vector c € le geldt dat

L((eT ) = N5 (-1,0)(%, PE) '
((CTN-AN)IPN —)'Z 20 5 -1 ’c)(I‘h' T ("'1 ,C) )-

Het verlangde resultaat volgt dan direct m.b.v. lemma 1.7. Nu is
v = t _ 1 .
cTN AN hTN AN + (c h)TN, waarin

nTy - Ay —>PN %02 en L((c—h)TI(IlPN) -, N(03(c=n)r(c-n)"),

zodat inderdsad

LU(eTp=n) |By) —, N(36%3(c-m)T(e-h)" = N(dos(=1,e) -

2
(0D (e,
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Vraagstukken

2.1.

2.3.

Laten voor N = 1,2,..., de onafhankelijke componenten XNn van de sto-
chastische vector XN een normale N(z(N,n);1) verdeling bezitten
(n=1,2,...,N).

Beschouw het toetsingsprobleem (a;6(N),t(N)), waarin 0 < o < 1,
6(N,n) = o

©(N,n) = 1

bl

voor n = 1,2,...,N, t(N,n) = voor n = 1,2,...,N

Ty 1
voor n = N1+1,...,N. Hierin is N = N_+N_,0 _ een vaste

17270
. Zie voorbeeld 2.3.

0

2N

constante en Ty # Ton

Ga na dat de limiet van het onderscheidingsvermogen in t(N) van de

meest onderscheidende toets strikt tussen a en 1 ligt bij de keuze

11 1 1
e 8 _ onw—ZyEyne2 -2
Toy 60 nN1 N2N + O(N1 )s
3 -3 -3 -3
Ton = Go + nN1N2 N + 0(N2 )

voor willekeurige, doch vaste n # 0, als N1,N2 > o,

Laten voor N = 1,2,..., de onafhankelijke componenten XNn van de sto-
chastische vector Xy een 2-dim. normale N(0,0;1,1,z(N,n)) verdeling
bezitten met -1 < z(N,n) < 1, (n=1,2,...,N). Zie voorbeeld 2.2.

Ga na dat de limiet van het onderscheidingsvermogen in t(N) van de
meest onderscheidende toets voor de nulhypothese 6(N,n) = 0 (alle n,N)
tegen T(N) strikt tussen o en 1 ligt bij de keuze

1 _1
T(N,n) = nN 2 + o(N"2), n=1,2,...,N,

voor vaste doch willekeurige n # 0, als N - o,

Laten X1,X2,...,onafhankelijke N(a;og) verdeelde stochastische varia-

belen zijn met a € IR en bekende 02 > 0. Laat {Pa,aelR}de bijbehoren-

0
de familie van kansmaten zijn op (R,B) en laat voor iedere a ¢ R,

g, de dichtheid van P, t.0.v. de Lebesgue-maat zijn op (R, B).
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a) Ga na dat deze familie van kansmaten voldoet aan voorwaarde (1)
(hoofdstuk 2, pag. 45) en bereken de Fischer-informatie in een

vast punt a; € R van de familie kansdichtheden {ga,aelR}.

b) Beschouw voor N = 1,2,..., vervolgens de productmaat Pe(N)(PT(N))
van de stochastische vector XN = (XN1""’XNN)’ waarvan de com-—

ponenten X n onafhankelijk zijn en identiek verdeeld volgens

N
PG(N,n)(PT(N,n)) voor n = 1,2,...,N.
Kies
6(N,n)=a0 voor n = 1,2,...,N, N=1,2,000,
en
-1
w(N,n) = ag + nl 2 yoor n = 1,2,...,N, N =1,2,...,

en zekere n, 0 < n < =,

Bewijs m.b.v. stelling 2.1 dat de Gauss-toets asymptotisch meest
onderscheidend is. Laat vervolgens zien dat aan de voorwaarden van
stelling 2.5 (pag. 45) is voldaan en ga na dat de AMP toets die men

aldus verkrijgt gelijk is aan de Gauss-toets.

7ij {PC,;elR} de familie dubbel-exponentiéle verdelingen op (IR,B) met
dichtheden

fc(x) = %-eXP(-|X-CI),

t.o.v. de Lebesgue-maat op IR.
Ga na dat deze familie dichtheden aan voorwaarde (1) (hoofdstuk 2,

pag. 45) voldoet bij 6, = 0-

7Zij voor N = 1,2,..., X "’XNN een aselecte steekproef uit boven-

N1>°

staande dubbel-exponentiéle verdeling.

Konstrueer een AMP toets voor het probleem (a;{6(N)},{t(N)}) met

8(N) = 0 (alle N) en t(N,n) = Ty
1

T = nN"2 voor zekere n, 0 < n < «,

>0, n=1,2,...,N,b, N=1,2,..., met
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2.5. 7iJ {PC,CelR} de familie Cauchy-verdelingen op (RR,B) met dichtheden

1

f():l
T 1+(x~-t)

z 2°

t.o.v. de Lebesgue-maat op IR.

Ga na dat deze familie dichtheden aan voorwaarde (I) (hoofdstuk 2,
pag. 45) voldoet bij 60 = 0 en bepaal m.b.v. stelling 2.5 (pag. 45)
een AMP toets.

2.6. Zij {PC’OSC<1} de familie van homogene kansverdelingen op (z,1) met

dichtheden
_ -1
fC(X) = (1—;) X(C’.])(X),

t.o.v. de Lebesgue-maat op R. Zij 6(N,n) = 6_ =0 en 0 < 7(N,n) =

0
N < 1voorn=1,2,...,N, N=1,2,... .
a) Bewijs de equivalentie:
lim max [&8(P , P )]2 =0, ]
Moo 1<ns<N 6(N,n)” "t (N,n)
?ﬁ
N
. 2 2
1 =
im Z C8(Pg(x,n)* Pr(w,n)’? s |

N+ n=1

1.2

oy =N a% + O(N_1), Nsoo |

als hierin a voldoet aan 0 < a < o,

b) Laat zien dat voorwaarde (I) (hoofdstuk 2, pag. 45) niet vervuld is.

2.7T. Beschouw het asymptotische toetsingsprobleem (o;{6(N)},{t(N)}) voor
0<oa < 1en laat {¢N} een asymptotisch meest onderscheidende rij

toetsen zijn voor dit probleem.
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Bewijs de volgende implicaties:

a= {P

a) lim [ ¢N dPT(N)

N>

n

b) 1lim I On dPT(N)

N>

1 ='{P(_)(N)} A {PT(N)} .

Laat voor N = 1,2,..., XqoXype -+ s Xy onafhankelijk normaal N(z;1)
verdeeld zijn.

Bepaal de ARE van de tekentoets t.o.v. de Gauss-toets voor het
asymptotische toetsingsprobleem (o;{6(N)},{t(N)}) met 0 < o < 1,
8(N,n) = 0 voor alle n,N en t(N,n) = nN-% voor n = 1,2,...,N,

N=1,2,..., voor zekere n, 0 < n < =,

Laat voor N = 1,2,..., XN1’XN2"°"XNN onafhankelijk normasal verdeeld
zijn met dezelfde variantie 02(0<02<w).

7Zij voor alle n,N, z(N,n) = EXy, -

Bepaal voor vaste 02 de ARE van de twee-steekproeven t-toets t.o.v. de
twee-steekproeven Gauss-toets voor het asymptotische toetsingsprobleem
(a3{6(N)}, {r(N)}) waarin 8(N,n) = 6. voor alle n N(e elR, onbekend) ,

0
t(N,n) = + 7 NEN 2N : voor n = 1,2,...,N,, en (N, n) = 0 _ voor

O 172 0
n = N1+1,...,N voor zekere n, 0 < n < o, N= 1,2,..., als zowel

N1+w als N2+m.
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Oplossingen der vraagstukken

2.1. Om de toetsingsgrootheid van de meest onderscheidende toets te vinden

passen we het lemma van Neyman-Pearson toe:

N
LT o1 3 )%}
exp{-z ) -t -3 1\; -7
PT(N)(XN) - n=1 XNn 10 n=Nq+1 Xﬁn N -
P (x) N
o(N 2
() exp(-3 ] (X -0,)%)
n=1
N1 N
= exp{h1N—60) ) Xgn * (TZN—GO) ) Xﬁn-+constante}.
n=1 n=N1+1
Deze meest onderscheidende toets verwerpt H. voor grote waarden van
(1) (2) =(1) -1 =(2) _

TN =N (T1N O)X + N2( on eo) , waarbij X = N zn 1Xyn €0 X =

ZN

n=Nq+1 XNn 2
Onder H0 heeft TN een normale N(N ( - 60)60+N2( oN -6 )e N1(11N-90) +
+N2(T ) ) verdeling, zodat de kritieke waarde wordt

2
Ny (tin09)0 * Mp(1oy=60)0, + g1-a[N1(T1N ~00) 41, (rp-6) ]
2

Onder H, heeft Ty een normale N(N 1( N O) 1N+N2(r2N 0) PR (11N—90) +

+N2('r2N ) ) verdeling, zodat het onderscheidingsvermogen in T gelijk
is aan

2
)

B(TN) =1 - @(51_a—[N1(T -6

2 2
00! o (1oy=8,) ] ).

In deze uitdrukking substitueren we nu

1 1 1
- N~ 2y2y2 -3
TN 0 nI\I1 N N % + o(N1 ),

- 3 -3 -3 -3
oy = Bg *+ WINSNTE + o(N )»

zodat

1
Blry) =1 - o(g,_ ~(n 2+0(1))?), voor N ,N, + ,
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B(TN) > 1 - ¢(E1_q-|n[), voor N, ,N,. + o,

172

Wij passen wederom het lemma van Neyman-Pearson toe.

Zij Xy, Nn), n=1,...,N; N=1,2,..., zij 6(N) = (0,...,0)
en T(N) = ( N,---,TN), dan is
N
£ 174 2\—1 Ay .—.2 ,,2 _2 -
expl-z\1=T) )y LYo +2. -2t Y  Z. 1}
P () Xy ) N L, TN UNnTT N Nn®Nn )
Po(m) Xy N
6(N) 2 .2
exp{- 2 Z [y *Ze, 1}

2 2,-1 2
= (-3t (1= +
exp ETN( TN) nZ1 [Y o o2 N NnZNn]}

Bij de meest onderscheidende toets van H ¢(N,n) = (0,...,0), n =

0 ¢
=1,2,...,N, tegen ¢(N,n) = (TN,...,TN), n=1,2,...,N, wordt Hy
dus verworpen als
- N 2
= + .
Ty ! (Y ¥a w2y YNnZNn) < °N,o

n=1

We bepalen eerst een asymptotische uitdrukking voor °N.a" Onder H
2

Eoqw) Ty = 2>
N E (Y2 422 217y )2 - un

_ -2
o) In = N Eol¥pn*Zyn 2"y Ynn’wn ).

= hN(1+TN

Uit de centrale limietstelling leiden we nu eenvoudig af dat
10—2 -2y-3
L((Ty-2N) 30 2 (1+7%) | P ) =, N(0o31),
mits lim SuPN+w|TNl < 1, zodat onder deze voorwaarde
1
c =2N+2N§(1+T )g +0(N) als N > =,

N,o

Voorts geldt onder de alternatieve hypothese

OIS
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- 2 -1 -
ET(N) TN =NE N(Y +zN -2t L YanNn) =0
en
_ 2 .2 -1 2 _
VaaT(N) TN =NE N(YN +ZNn -2t ™ YNnZNn)
L -2 2 2
= N{2E NYN +2(1+27N )ETNYanNn -8 'E NYNnZN } =

N{6+2(1+2T;2)(1+2T§)—8T§1(3TN)} =

2)2

-2
hNTN (1—TN

(de gemengde momenten bepaalt men wellicht het eenvoudigst door her-
haalde partig€le differentiatie van de karakteristieke funktie
2
- +
exp{ 2(t1 2TNt1t2+t2)} van (YNn,ZNn)).
Ook thans kan men met de centrale limietstelling laten zien dat

-3 2y-1
L(my 2N 2|rN|(1-TN) | P ) ~, N(o31),

(N)

mits lim supN+w|r < 1. Hieruit volgt dat onder deze voorwaarde het

xl
onderscheidingsvermogen B(TN) van de toets voor N -+ « gelijk is aan

T(N)(T ey ) = (e %N'%ITN](1-T§)'1) +0(1) =

N,o

2)-1

2 )T+ o(1)) +o(1),

o(e (1+12)%(1-12) 1+ 2| 1| (1=t
o N N

1
zodat, als Ty = nlN 2 4+ o(n72),

lim B(ty) = o(g +[n[).
N>

. &) We kiezen voor u de Lebesgue-maat op (R,B) en X0 = JR. Nu geldt

-3 = -2 2
go(x) = (27) §001 exp(-%oo (x—ao) ) >0 op IR, en

-2

38 8,(%) = g, (x)(x-a)a, i
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zodat & (x) = g.(x)(x-a )0—2 bestaat voor alle x € X .
0 0 0’0 0

Vervolgens verifidren we (2.18):

J gy(x)ax = 062 J sO(X)(x—aO)dx = °52<E0(X)'ao) = 0,
en
.2 2 -
[ (20078 (x0ax = [ (&2 (x-a) %07 /oy (x))ax =
= cah J go(x)(x—ao) ax = og oah = 052 =Jdy»

zodat 0 < J0 <
Aan (2.19) is ook voldaan daar

1 1\2
a};gbj (tauten? - gy (a-ag)® ax =

=a13% (a-ao)'2< J (ga(x)+go(x))dx—2(21r)—%co_1

exp(—(hcg)—1[(x-a)2+(x_ao)2])dx) =

=égg%)2(a—ao)-2[1—(2w)-%051 J exp(-(QGg)—1(x—(a+a0)/2)2 -
- (20(2))-1

=2 égg% (a—ao)—2( -exp(- (80 a—a ) )3

[(a2+a§>/e-((a+a0>/e)21)dx] -

- 2a1£.a%(a-ao)'e((Soi)_1(a-a0)2+0(a—ao)h) = (b?)™" = g /h

b) Daar de Gauss—toets de meest onderscheidende toets is voor het
probleem (a;6(N),t(N)), voor N = 1,2,..., is de Gauss-toets volgens
stelling 2.1 ook asymptotisch meest onderscheidend.

Aan de voorwaarden van stelling 2.5 is voldaan daar deze familie van
kansmaten voldoet aan voorwaarde (I) en bovendien geldt dat

2 2..-1 N 2_ 2..-1 2 2
12%§N[T(N’n)_aoj =n°N > 0en z (W n)-a %= Z nN  =n"-»>n",
voor N - o,
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In deze situatie is S\n (zie stelling 2.5) gelijk aan

g = L0 O D Oy, g0y, =

-2 -1
=0, E(XNn_a'O) svoor n = 1,2,...,N en N = 1,2,...,

zodat

S = =g e - N=1,2,...
Z SNn 00 v nz1(xﬁn a0)’ voor e

De toets gebaseerd op S_ (equivalent met de Gauss-toets) is volgens

N
stelling 2.5 een asymptotisch meest onderscheidende toets.

2.4, We kiezen voor u de Lebesgue-maat op (R,B) en XO = R. Nu geldt

fo(x) = 2exp(- Ix]) >0 op X

O’
en
5 fc(x) als x =z,
3¢ T =
-f (x) als x <z,

zodat fo(x) bestaat voor alle X € XO'

Vervolgens verifieren we (2.18):

©

Jfo(x)dx = [- fo(x)dx + J fo(x)dx =0,

-00

en
-2 _ _ _
J(fo(x)/fo(x))dx - f £ (x)ix = 1= J.
Ook aan (2.19) is voldaan daar

[/ - Vg Pax = 201 [VETR) V) @l =
[
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2
= S{1-2 f exp(-3 |x]-3 |x-¢|)ax] =
4
-2 -1
= 207 2(- (2] ey S g, als  » 0.

M.b.v. stelling 2.5 vinden we een asymptotisch meest onderscheidende

toets gebaseerd op

s = ! i‘O(Xl\ln)
Nooh=q w2 fO(XNn)

waarbij YN gedefinieerd 1s als het aantal XNn > 0, en ZN als het

ammﬁ.ﬁm<<0,n= 1,2,...,N, N = 1,2,...

1
= R (Y-2),

We vinden dan de tekentoets terug als een asymptotisch meest onder-

scheidende toets.

Voor iedere T is fC(X) > 0 voor alle x ¢ R en geldt

P (x) = ot (x)/og = —2=E)__
o a 7l 14(x-2) %77

voor alle x, zodat we in de notatie van voorwaarde (I) X0 = R mogen
kiezen. Voor u kiezen we de Lebesgue-maat op R.
Uit de uitdrukking voor %C zien we vervolgens dat
o [}
. 2%
f (x)dx = | ————= dx = 0,
0 2,2
m(1+x°)
-0 {oo]
omdat de integraal bestaat en de integrand een oneven functie is.

Bovendien zien we dat

0<d = f [£2(x)/f (x)ldx = J e ax
0 0 0 2.3
o Zo m(1#x7)

ol
A
8

B

Aan (2.18) is dus blijkbaar voldaan.
Merk ten aanzien van (2.19) allereerst op dat op grond van de middel-

waardestelling voor zekere 7 = 7(x), met 0 < |Z(x)| < g, geldt dat

1 1 ~\2 2
3 3 2 -2 _ (x-2) (x]+1)
[fc(x)_fé(x)] C - - 2 3 b 2 3 H]
nl 1+(x-%)2] al 1+x -|x|]
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2.6.

voor alle x. We nemen hier aan dat ¢ voldoet aan |z| < 3. Uit het bo-
venstaande volgt enerzijds dat [fi(x)-f%(x)]2c-2 > %[fg(x)/fo(x)] als
¢ » 0, voor iedere x, terwijl anderzijds de uitdrukking begrensd
wordt door de integreerbare functie n-1(|x]+1)2[1+x2-lxl]_3 mits

0 < |g| < 2. Toepassing van de gedomineerde convergentiestelling van
Lebesgue levert tenslotte dat "limiet" en "integratie" verwisseld

mogen worden, zodat ook (2.19) geldt.

Nl

Kies vervolgens bijvoorbeeld 6(N,n) = 0 en 1(N,n) = nN ° voor
n=1,2,...,Nen N=1,2,... (0 <n < «), Aan alle voorwaarden van
stelling 2.5 is nu voldaan en toepassing van deze stelling geeft dat

een AMP toets gebaseerd kan worden op
- N 2XNn
I —% >
n=1 1+XNn

N =1,2,... . Een AMP rij toetsen voor het probleem (a;{6(N)},{t(N)})
1

is bijvoorbeeld de rij {¢N} = {x({SN > 2-§n51_a})}. Het asymptotisch

1
-2

onderscheidingsvermogen van deze rij toetsen is 1 - ®(€1_a—2 n).

. 2 . .. ..
a) De grootheid § (PG(N,n)’PT N,n)) is onafhankelijk van n en gelijk aan

(
1
2Py ) P ay) = | Ko qy(x)=(1=e )™ (x))2ax =
8 o) Fr(w,n)’ T ) (o, 1) T I X (1)t A =
0

1
2[1=-(1-1y)%7,

zodat
2 1
1§3§NE6(P9(N n)’PT(N n))J =2[1- (1_TN) 1,
N ) %
nZ1 o (PG(N,n)’PT(N’n))] = 2N[1-(1_TN) 1.
i : 2 -1,2
Merk op dat zovel llmN—>002N[1_(1-TN) ] = a" als TN =N +0(N )s

N > «, impliceert dat limN+wTN = 0, en dat dit laatste equivalent is
1

N) ] = 0. Het is dus voldoende om aan te tonen dat

-1 2

llmN*wZN[1 (1-T )2] = a2 Ty = N 'a“+o (N~ 1), N + «, onder de voor-

met llmN+ 2[1-(1-



2.7.

139

waarde dat }imNamrN = 0. Onder deze voorwaarde geldt echter dat
2N[1-(1-TN)§] = Nt + O(Ntﬁ), N > o, waaruit de te bewijzen equivalen-
tie onmiddellijk volgt.

b) Alle kansmaten uit de familie worden gedomineerd door de restrictie

van de Lebesgue-maat op (0,1). Voor iedere ¢ € [0,1) is

(1-0)™2  voor x € (z,1),

f;(X) = 3fc(x)/al = { 0 voor x € (z,1)C.

De uitdrukking is niet gedefinieerd voor x = ¢ en x = 1. I.h.b. is dus

f.>00p(0,1) en f =1 op (0,1), zodat we in de notatie van voorwaar-

dg (1) XG = (0,1) ﬁogen kiezen.

Voorwaarde (2.18) is echter niet vervuld aangezien fé fo(x)dx =1> 0
wal geldt O < fg[f‘g(x)/fo(x)]dx =1=J, <o

Evenmin is echter aan voorwaarde (2.19) voldaan, aangezien

(X(O’1)(x)—(1"C)-%X(€,1)(X))2C—2dx =

ot

1
201-(1-2)2127% » =,

als ¢ ~ 0. Deze limiet is ongelijk aan Jo/h (=2).

Opmerking: Indien men de familie {PC,;21} van homogene kansverdelingen

op (0,z) beschouwt en 6(N,n) = 6. =1 en ©(N,n) = 1_ > 1 kiest voor

0 N
n=1,2,...,N, N =1,2,..., kan men zelfs geen verzameling X0 aanwij-—

zen met de in voorwaarde (I) gencemde eigenschappen.

a) Zij limN_Mo s ¢N dPT(N) = a. We voeren het bewijs in twee stappen.

al) Veronderstel eerst dat {P )}. Dan is er een rij ver-

}a{p
N o(N) G(N
zamelingen {AN}, met A‘N e A, zodat limN_m PG(N)(AN) =0 en
1lim supy .., PT(N)(AN) = a, voor zekere a > 0. Kies {wN} = {X(AN) +

+ ox(Ag)}. Dan geldt dat

als N + =, zodat {wN} een rij toetsen voor het asymptotische toetsings-
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probleem (a3;{8(N)},{t(N)}) is. Bovendien is

lim sup wa dPT(N) =

N>

= lim sup[PT(N)(AN)ﬂx(1-PT(N)(AN))] = (1-a)ata.

N>

Maar hieruit volgt dat

lim inf f(¢N-wN)dP

Nowo (N) =

= lim f¢_ dP - lim sup /¢ 4P =a - (1-a)a-a < 0
Now N T(N) Moo N (W) i

in strijd met het gegeven. Derhalve is {PT(N)} Q {Pe(N)}‘

T(N)}' Dan is er een rij

a2) Veronderstel vervolgens dat {PS(N)} 7 {P
. N .
verzamelingen {BN}, met By e A", zodat llmN PT(N)(BN) =0 en

lim supy PG(N)(BN) = Db voor zekere b > 0. Zij by = PG(N)

alle N en kies {nN} = {[u+a(1—a)bNJx(B;)}. Dan is, voor alle N,

(BN) voor

lim sup fn_ 4P =
Novoo N o(N)

= li§+iup [a+a(1—a)bN](1—PT(N)(BN)) = o+a(1-a)b.

Maar hieruit volgt dat

11;1;:11‘ f(¢N—nN)dPT (v) =

= 1lim [f¢_ dP - lim sup /n, dP = g-a-a(1-a)b < 0
Tom - m Fr(w) TR VR Iy EPp () g

in strijd met het gegeven. Daarom is {PG(N)} < {PT(N)}'

Men kan het bewijs ven a2) ook terugbrengen op al). Zij ¢§ de meest
onderscheidende toets bij het probleem (a;6(N), t{N)). Dan geldt

uiteraard ook limN+m f¢§dPT( = a. Uit het lemma van Neyman-Pearson

N)
leidt men dan direct af dat 1 - ¢; een meest onderscheidende toets is
van het probleem (1-f¢§ dPT(N);T(N),G(N)), met onderscheidingsvermogen

*
V- oy dPg(ypy-



2.8.

141

Uit het voorgaande volgt dat limN+m(1-f¢; dp )) = 1-a.

o(N
Nu is voldaan aan de gegevens bij al), met 1-a i.p.v. o en met verwis-
seling van de rollen van 6(N) en t(N).

De in al) bewezen implicatie levert dus nu {PG(N)} < {PT(N)}

) Zij limN+w I¢N dPr(N) = 1. Onderstel dat {PG(N)} a {PT(N)}’

Dan gelden de implicaties:

1im.f¢N dPT(N) = 1= ¢N P

= 1lim [¢_ 4P
N
N>

e(N) Now o(m ~ "

)
(N) NP

in strijd met het gegeven dat {¢N} asymptotische onbetrouwbaarheids-

drempel o < 1 heeft. Dus is {Py 1} 4 Pt

Opmerking 1: Als in de opgave o = O gekozen wordt, blijft (b) doorgaan
en kunnen we aan de conclusie nog toevoegen dat {PT(N)} A {PB(N)}' In

(a) kunnen we dan slechts concluderen dat {PT(N)} < {PS(N)}'

Opmerking 2: Het omgekeerde van de bewering in a) is i.h.a. onjuist.

Zie bijv. stelling 2.5.

De tekentoets is gebaseerd op de stochastische grootheid ZN’ gedefini-

eerd als het aantal der XN1""’ at 2 0 is. Onder de nulhypothese

d
heeft Zg een Bi(N;2) verdeling, zﬁgat 2(2 -2N)N 2 asymptotisch een
standaa{dnormale verdeling bezit. Verwerp de nulhypothese als ZN 2
2 %(N+N2g1_a). Op grond van de zojuist genoemde asymptotische norma-
liteit heeft deze toets een asymptotische onbetrouwbaarheid a.

Voor de berekening van het asymptotische onderscheidingsvermogen merken
we op dat ZN onder het alternatief een B&( ,pN) verdeling heeft, waarin
Py = o(nN~ 2), zodat (Z -NpN) [NpN(1-pN)] : asymptotisch een standaard-

normale verdeling bezit. Hieruit volgt dat

)) =

(N)(Z >2(N+N &1

1

1 1
2 1 2 -2y -
P () (Zy=Npy ) (Npy (1-py ) T% = L2 (N £y _o)-Npy IlNp, (1-p )] %) =

i

((Zy-Npy )INpy (1-py) 172 2 (3N, _ +3N-Ne(0) -

Prm) -

| -,nm%'(o)+o<1>J[NpN(1-pN)]’%) > 1= ®(E1_a-n(2/ﬂ)%).
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De Gauss-toets is gebaseerd op SN = N-% zg=1 XNn' Onder de nulhypothese
heeft S een N(051) verdeling voor alle N. Men verwerpt de nulhypothese
als SN > £1—a' Voor iedere N is de onbetrouwbaarheid van deze toets
gelijk aan a.

Onder het alternatief bezit SN voor alle N een N(n;1) verdeling, zodat

PT(N)(SNZE ) = PT(N)(SN—n 2 51_a-n) =1 - 4’(51_0‘-71),

1-a
voor alle N.
Uit definitie 2.3 volgt nu dat de ARE van de tekentoets ten opzichte

van de Gauss-toets gelijk is aan 2/w.

N N
- 5 S I | = -1
2.9. Definieer Xy = N" ] _, Xy, en N, =N zn=N1+1 Xyp- De twee-

‘steekproeventoets van Student is gebaseerd op 1
2

N T 2 N - 2T
L1 Inds (X=X, 1)+ zn=N1+1(XNn'XN,2)

= wEnEnE (% %
Ty = NN, (Ry =Xy o) N2
Het is bekend dat
v,
-1 = 2 _ 2
(x,-1) n£1 Kyn~Xy,1)" = 0" * Ry 45

(,-1)"" IZq (XN—KN )2=<:2+RN s
2 n=N1+1 n 52 »2

waarin, voor N -+ =,

R, . 0, RN,i *PT(N)O’ 1= 1,2.

Hieruit volgt dat de term tussen rechte haken in de uitdrukking voor TN
zowel onder de nulhypothese als het alternatief in kans naar 02 con-
vergeert.

Onder de nulhypothese heeft TN een centrale Student-verdeling met N-2
vrijheidsgraden. Op grond van het bovenstaasnde en lemma 1.8 heeft TN
asymptotisch een N(0;1) verdeling. Verwerp de nulhypothese als

TN 2 51_a. De asymptotische onbetrouwbaarheid van deze toets is dus a.
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Op analoge manier vinden we met behulp van lemma 1.8 dat TN onder
het alternatief asymptotisch een N(nc'1;1) verdeling bezit, zodat
P o(T2E, ) =P (T ono '3 -ne') s 1 - e(g,_-no )
©(N) "N 71-a ©(N)' N 1-a 1-a ’
als N -+ o,

De twee-steekproeven toets van Gauss is gebaseerd op

i1 1
o= NTINENE(F % -1
Sy 1= N NNy (Xy =Xy p)o .

Onder de nulhypothese heeft S_ een N(0;1) verdeling voor alle N.

N
Men verwerpt de nulhypothese als SN 2 €1—a' Voor iedere N is de on-
betrouwbaarheid van deze toets gelijk aan a.

. . -1 .
Onder het alternatief bezit SN een N(no~ ;1) verdeling voor alle N, zodat

- -1 -1y -1
PT(N)(SN2€1—Q) - PT(N)(SN-nG 20 y=1- ¢(E1_a—n0 )

voor alle N. .
Uit definitie 2.3 volgt dat de ARE van de twee-steekproeventoets van
Student ten opzichte van de twee-steekproeventoets van Gauss gelijk

is aan 1.
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Vraagstukken

3.1.

3.3.

In het algemeen zullen de scores aN(n,Yo), n=1,2,...,N, niet alleen

van de familie verdelingsfuncties {GC,CeT} maar ook nog van het inwen-
dige punt 60 e T afhangen. Deze afhankelijkheid van eo is echter niet

aanwezig bij het lokatiemodel (d.w.z. GC(X> = G(x-g), - < x < »,

t € T, waarin G een vaste verdelingsfunctie is).

In dit geval vinden we dat

-1
&,(G, (t)) V(a1
Yo(t) =00 - _g(G (¢))

1 1 s 0<t<1,
go(Gy (t)) g(a™ (t))

waarbij g' de afgeleide (naar x) van g voorstelt (zie opmerking 3.,
hoofdstuk 3, pag. 75).

Bereken deze scorefunctie in de volgende gevallen:

a) G is de standaardnormale verdelingsfunctie,

b) G is de verdelingsfunctie van een normale verdeling met variantie 02,
c) G is de standaardlogistieke verdelingsfunctie,

d) G is de dubbel-exponentidle verdelingsfunctie.

Ga na dat de symmetrie-toets van Wilcoxon de lokaal meest onderschei-

dende rangtoets is voor de lypothese H) (symmetrie) tegen logistieke

x,-1
)

verschuivingsalternatieven (G(x) = (1+e” , =® < X < ®),

7iJ {Gc,celR}de familie van 'Cauchy-verdelingen op (IR,B) met dicht-

heden

g (x) =+ ——1
: T 1(x-ze )°
0
t.o.v. de Lebesgue-maat op R (vergelijk opgave 2.5).
Leat zien dat deze familie dichtheden aan voorwaarde (II) (hoofdstuk 3,
pag. T2) voldoet.
Construeer m.b.v. steiling 3.7 de lokaal meest onderscheidende rang-

toets voor het toetsingsprobleem (a;HO,Kc), 0<ac<1.
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AT {GC,CeTCIR}de familie dubbel-exponentiéle verdelingen op (IR,B)

met dichtheden
gC(X) =} exp(-|x-z+6,|),

t.0.v. de Lebesgue-maat op R (vergelijk opgave 2.k4).

Laat zien dat deze familie dichtheden aan voorwaarde (II) (hoofdstuk 3,
pag. T2) voldoet.

Construeer m.b.v. stelling 3.7 de lokaal meest onderscheidende rang-
toets voor het toetsingsprobleem (u;HO,Kc), 0 < a < 1, in het speciale

geval der twee-steekproef situatie.

Een k-steekproeven toets tegen trend.

Zij {GC,QETCIR} de familie logistieke verdelingen met dichtheden

—x-C+
e X-T eo

g (x) =
¢ -x-C+0 2’

(1+e )

t.0.v. de Lebesgue-maat op IR. Zij 0 < a < 1.
Laat zien m.b.v. stelling 3.13 (voor deze klasse van verdelingen) dat
de toets die verwerpt voor "grote" waarden van
.7
1 RN s
- = n
1=1 =N, +1

asymptotisch uniform meest onderscheidend is voor het asymptotische
i ; = = +1,...
toetsingsprobleem (a,{HON},{KcN}), als ¢y =1 voorn =N, _, 1, Ny

(1=1,2,...,k), N, <N, < ... < N, = N en A

1 > zodanig dat

N

.2 -2
§i§ By 1283y (egp=ey)” = 0

N
. 2 - 42 2
lim Ay 3 (an—cN) >0,

N-oo n=1

voor zekere n, 0 < n < «,
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3.6.°

3.7.

3.8.

3.9.

Bereken voor het symmetrieprobleem de ARE van de toets van Wilcoxon
t.0.v. de tekentoets in het geval van verschuivingsalternatieven
van logistieke verdelingen, waarbij de verschuivingen van de orde

1

N2 zijn.

Zij {Gg,;eTCIR} de familie van dubbel-exponenti&le verdelingen op
(R,B) met dichtheden

sC(X) = 3 exp(-|x-z+6|),

t.o.v. de Lebesgue-maat op IR. Vergelijk opgave 3.L.
Construeer een asymptotisch uniform meest onderscheidende toets voor het
asymptotische toetsingsprobleem (a;{HON},{KcN}), 0 <a< 1, in het

speciale geval der twee-steekproef situatie, gebruikmakend van be-

naderende scores.

Bereken m.b.v. stelling 3.18 de ARE van de toets van Fisher-Yates t.o.v.
de toets van Wilcoxon in het twee-steekproeven probleem (bij naar
oneindig convergerende steekproefomvangen), voor het toetsen van

{HON} tegen

a) rijen normale verschuivingsalternatieven,

b) rijen logistieke verschuivingsalternatieven,

welke voldoen aan (3.43) en (3.L4L4) voor zekere n > 0, 0 < a < 1.

Bereken m.b.v. stelling 3.18 de ARE van de toets van Wilcoxon t.o.v.
de mediaan-toets (vergelijk opgave 3.7) in het twee-steekproeven
probleem (bij naar oneindig convergerende steekproefomvangen), voor
het toetsen van {HON} tegen rijen dubbel-exponenti&le verschuivings-
alternatieven welke voldoen asn (3.43) en (3.4k4) voor zekere n > 0,

O0<ac<1.
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1 1
en 1(N,n) = rN(n) =06 +nN 2 + 0o(N 2) voor alle

0 0
N=1,2,..., 0= 1,2,...,N en willekeurige n > 0 (N > «).
7Zij 0 < a < 1 en laten {¢1N} en {wZN} twee rijen toetsen zijn voor

het probleem (a;{6(N)},{t(N)}) met de eigenschap dat

. . N
1 . = . =
Nlm j Yin dPT(N) §12 J Yiw dPTN(n)
=1- ®(£1_a-n5i), i= 1929

voor zekere §. > 0 (i=1,2) en alle n > O.

a) Bewijs dat

1lim J - dPN(?)
Moo e L

=1 -o(g,_ -cnd.), i=1,2,

~ ~ 1 _'l
voor iedere rij natuurlijke getallen {N(N)}, waarvoor %ig[N(N)]EN 2 =
=c > 0.
b) Toon aen dat er een rij natuurlijke getallen {N} = {N(N)} bestaat

zodanig dat

lim J v o
Mo | 2N(N) ) Fe

en
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Oplossingen der vraagstukken

3.1. a) Bij een standaardnormale verdelingsfunctie is

d
g(x) = (2n)72 exp(-%xz), zodat g'(x) = - xg(x). Voor 0 <t < 1
geldt nu v

(4) = -g1(§;1(t)) T e)a(eT (1) _ -

(t).
g(a™ ' (+)) g(e™ (1))

b) Vanwege de onafhenkelijkheid der scorefunctie van de lokatie-
parameter kunnen we uitgaan van een normale verdelingsfunctie met
. . . 2
verwachting O en variantie o¢°.
1
Dan is g(x) = (2n)" %5~ exp(-x2/202), zodat g'(x) = - (x/ce)g(x).
Voor 0 < t < 1 geldt nu

(t)_j(G(
(6 (¢)

t)) _ 0"2G71(fig(G_1(t)) - 026 () = o~ To~ (e,
) g(c™'(¢))

x LR 2, 2
waarbij G(x) = f (2m1)7% ¢~ ' exp(-y“/2¢)ay.

c) Bij een standaardlogistieke verdelingsfunctie is G(x) = (1+e-x)-1
g(x) = e7%%(x) zodat g'(x) = e Xc2(x)(26(x)e"*-1) =
%62 (x) (1- 2G(x)). Voor 0 < t < 1 geldt

-1
(t) "_EJG—.I"(E)‘l=2t— 1.
gl (t))

d) Bij de dubbel-exponentié&le verdelingsfunctie is g(x) = fexp(-|x|),
- ® < x <=, zodat g'(x) = ~Jexp(-x) als x > 0 en g'(x) = } exp(x)
als x < 0, en dus - g'(x)/g(x) = 1 als x > 0 en - g'(x)/g(x) = -
als x < 0.

Voor 0 <t < 1 geldt Yo(t) =1 als G (t) >0 en yo(t) =~ 1 als
(t) < 0, ofwel Yo(t) = sgn(2t-1).

3.2. We passen stelling 3.9 toe. In opgave 3.1 is reeds berekend dst
Yo(t)
+(t) = Yo(z+§t) 2(z+§t) - 1=1t%, 0<t < 1. De scores behorende

bij deze scorefunctie YO zijn

2t - 1 bij logistieke verdelingen, zodat
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(n)

+ +
aN(n,YO) =EYO(U ) = eln) o a(1+1)™7, voor n = 1,2,...,N.

De lokaal meest onderscheidende rangtoets voor het toetsen van H1
tegen logistieke verschuivingsalternatieven (gebaseerd op de aselecte
steekproef X]""’XN) verwerpt derhalve voor "grote" waarden van

N

1 z R sgn X .

N+1
n=

Deze toets is equivalent met de symmetrietoets van Wilcoxon.

Voor alle x € IR geldt éo(x) = [3g ( )/ 9 2x/(n(1+x2)2), zodat

c =8¢

~we in de notatie van voorwaarde (II) N = ¢ mogen kiezen en voor u de

Lebesgue-maat op IR. Hieruit volgt
00 . _ g
[EXCIMERE

Merk ten aanzien van (3.9) allereerst op dat op grond van de middel-

waardestelling voor zekere z = z(x) geldt dat

)

lgg(X)-go(X)l 2| (%248 c2_lxv |
S m {1+(x-g+e0)2}2 (15— x| }°

voor alle x, mits |z - 6_| < 3. Aangezien

0

EJ XI+1 dx <

T o {14x —le}

geeft toepassing van de gedomineerde convergentiestelling van Lebesgue
het gewenste resultaat (3.9). Volgens stelling 3.7 verwerpt de lokaal
meest onderscheidende rangtoets voor het toetsingsprobleem (a,Ho,K )
voor "grote" waarden van T = z - naN ’YO , waarbij r1,...,rN de
waarden zijn der rangnummers van de steekproefelementen X1""’XN'

Hierin is

Yo(t) = go( o Y+ ))/go( o ), voor 0 < t < 1.
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3.k,

Daar we in opmerking 3.4 gezien hebben dat de scorefunctie niet van
. .. 2

60 afhangt, kiezen we 60 = 0. Dan is go(x) = 2x/ (n(1+x )2) en

go(x) = (n(1+x2))~" zoaat éo(x)/go(x) = 2x/(1+x°) en dus

2G51(t)
Yo(t) = — 3 -
1+(GO (t))
X
Uit Go(x) = % J —_LE dy kunnen we afleiden dat G81(t) = tg(n(t-3)).

- 13y
De scores (n,y,), (n=1,2,...,N), volgen op de bekende wijze uit de
Sy e

scorefunctie.

Nl

Allereerst geldt go(x) = geo(x) exp(-1x|) > 0 en

L[}
-
|

X
Gylx) = 2 J exp(-lyl)dy 2 exp(-x), voor alle x ¢ IR.

Nl=

Vervolgens merken we op dat éo(x) = - 3 exp(-x) als x > 0 en

éo(x) = 3 exp (x) als x < 0, zodat

We kunnen kiezen NO = {0}, dan rest ons alleen nog te bewijzen dat

o gg(X)-geo(X)
lim f |————-7;——-———|dx = 1.
>0 0 -0 t- 0

éo(x)|dx

X 00
f 3 exp(x)dx + J 3 exp(-x)dx = 1 < o.
L .70

Neem aan dat g > o (het geval dat ¢ < 6. verloopt net zo), dan is

0
ge(X)—geO(X)

|ax =
C"eo - 0
o exp(-lx—c+eol)—exP(—|xl)
= lim 3 f | = ax =
C*eo - 0
0 exp(x-z+6 )-exp(x)
= 1im 3 {f s |ax +
z>6,, o =%
-6 exp(x-z+6_)-exp(-x) = exp(-x+z-6_)-exp(-x)
0 [o] 0
+ 5 dx + | =% dx
0 =% -6, 0
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0 exp(x)—exp(x-c+60) %(C—BO) exp(—x)—exp(x—c+eo)
lim 3 {f — dx + f

= dx +
— -0
) - =% 0 =%
0
] exp(x-z+6 )-exp(-x) exp(-x+z-6_)-exp(-x)
0 0 0 -
+ f - dx + s 6 dx } =
3(z-8,) =% 0 0
= lim (2-2exp(-%(c-eo))) > 1, als ¢ > 6,
C*GG

zodat aan voorwaarde (II) is voldaan. In de twee-steekproef situatie

geldt cn =1 als n= 1,2,...,N1 en cn =0als n=N +1,...,N1+N waar-

1 2°
bij N1 en N2 de steekproefomvangen zijn van de eerste respectievelijk

de tweede steekproef. Met behulp van stelling 3.7 vinden we dat de lo-
kaal meest onderscheidende rangtoets voor het toetsingsprobleem
(u;HO,Kc) verwerpt voor "grote' waarden van
N1
T = nz1 cnaN(rn,yo),

k]

waarbij T seeest
1

N
XN1+1""’XN1+N2 (X1""’XN1 vormen de eerste steekproef en

de waarden zijn der rangnummers van X1’X ,...,XN
XN1+1""’XN1+N2 vormen de tweede steekproef). Bovendien 1s
yo(t) = sgn(2t-1), 0<t <1 (zie opgave 3.1),

zodat

(n)

aN(n,YO) = E sgn(2u'"’'-1),

waarbi]j U(1),...,U(N) een geordende steekproef voorstelt van omvang

N uit een homogene verdeling op (0,1).

We verifiéren eerst voorwsarde (I) (pag. 90). Voor logistieke verde-

. . = oo (o] -1
lingen is v,(t) =2t - 1, (0<t<1). Daar yo(t) go(G()(t))/go(G()(t))
gaat men eenvoudig na dat
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3.6.

& ! 2 1
J =] ——g.adx = (2t-1)%dt = =, zodat 0 < J_ < o,
0 2 0 3 0
g 0
0
Relatie (3.29) volgt onmiddellijk uit de gedomineerde convergentie-
stelling van Lebesgue daar de integrand in het linkerlid van (3.29)

voor alle |c-90| < 1 gedomineerd wordt door de integreerbare functie

[ exp(=3x) (exp(ox)+1) ]2
(1+exp(-x+1)) (1+exp(-x))| °

Vervolgens onderzoeken we nader de gedaante van

5 3 X _ sy ¥ )
Ty = Jo (2 (egmeg)) Z (eyp=cy oy Ry, Yo) -
n=1 n=1
Daar
aN(n,YO) = E(2U(n)—1) = 2n/(N+1)-1
is
Fo=7H] (e 202t Nzl (1w T 1) (er (we1)= 1)
T, = - 1-N 1IN ) (2 N+1)" '=1).
N o WL s IR

Op grond van stelling 3.13 verwerpt de asymptotisch meest onderschei-
dende toets voor het toetsingsprobleem (a;{HON},{KCN}) voor "grote"
waarden van %N’ hetgeen op hetzelfde neerkomt als verwerpen voor

"grote" waarden van

De tekentoets is gebaseerd op de stochastische grootheid Z_, gedefi-

NS

nieerd als het aantal der XN1""’XN dat niet-negatief is. Onder de nul-~-

N 1
hypothese heeft Z een Bi(N;2) verdeling, zodat 2(ZN—%N)I\I-2 asymptotisch
een standaardnormale verdeling bezit. Verwerpen we de nulhypothese als
1
Zy 2 %(N+Nég1_a) dan heeft deze toets op grond van de zojuist genoem-

de asymptotische normaliteit een asymptotische onbetrouwbaarheid a.
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Voor de berekening van het asymptotische onderscheidingsvermogen mer-
ken we op dat ZN onder het alternatlef een BL(N N,py ) verdeling heeft,
waarin voor vaste n > 0, py = F(nN~ 2), met F(x) = (1+exp(-x))

- ®» < x < ®, godat (Z -NpN) [NpN(1—pN)] : asymptotisch een standaard-
normale verdeling be?lt. Hieruit volgt dat onder het verschuivings—

alternatief Ay = nN~ 2

1 _1
(2,23 (N+N? )) = P((zy~Npy ) [Np (1-p )] ‘2

g1—0L

1 1 -1
> [%(N+Neg1_a)-NPN][NpN(1—pN)] 2) = P((ZN—NpN)[NpN(1-pN)] 2 >

1 1 -3
[3Ng,_ +3N-NF(0)-nN°F' (0)+0(1)1[Npy (1-p)T7° > 1-0(E,_ -in).

Om het asymptotische onderscheidingsvermogen van de symmetrietoets van
Wilcoxon te berekenen passen we stelling 3.19 toe. In opgave 3.5 is
reeds uitgewerkt dat voor logistieke verdelingen geldt

Yo(t) =2t - 1, (0<t<1), zodat Y+(t) =t en J = %. Vervolgens merken
we op dat we in opgave 3.2 reeds hebben ge21en dat stelling 3.19 de
symmetrietoets van Wilcoxon oplevert in deze situatie en dat het
asymptotisch onderscheidingsvermogen gelijk is aan 1 - @(g1_a- % nv3),
zie (3.74). Uit definitie (2.3) volgt nu dat de ARE van de teEegtoegs
-2 _

" ten opzichte van de toets van Wilcoxon gelijk is aan (%(%¢§) =1
3.7. We passen gevolg 3.14 in combinatie met stelling 3.16 toe. Dat de
dichtheid & in het enkele punt x = O niet differeptieerbagr is, stoort
niet. (Men gaat ook eenvoudig na dat voorwaarde (I) vervuld is).
Asn de voorwaarden van stelling 3.13 is voldaan en bovendien voldoen
(), N=1,2,..., 0= 1,2,...,N8 op

=y
O 'N+1
grond van lemma 3.17 aan (3.49), immers Yo(t) = sgn(2t-1). Toepassing

de benaderende scores aN(n)

van stelling 3.16 levert ons bij alternatieven die aan (3.4k4) voldoen
dat een asymptotisch uniform meest onderscheidende toets voor het
asymptotische toetsingsprobleem (a;{HON},{KCN}), 0 < a < 1, verwerpt

voor "grote" waarden van
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3.8.

3.9.

l=

N N
RN (egg=3)5) 7% 1 (e =8 sen(2Ry /(W 1)-1).

n=1

In het speciale geval van het twee-steekproeven probleem geldt dat

c =1voor n= 1,2,...,N =0 voor n = N1+1,...,N +N,, zodat we

Nn 1° Nn 172

eenvoudig kunnen nagaan dat de aldus geconstrueerde toets equivalent is
met de mediaantoets, die de nulhypothese verwerpt voor "grote" waar-
den van de toetsingsgrootheid T!

N
steekproef met rangnummer R, > (n+1)/2.

: het aantal waarnemingen in de eerste

We merken op dat de toets van Fisher-Yates asymptotisch uniform meest
onderscheidend is voor het toetsen van {HON} tegen rijen normale ver-
schuivingsalternatieven met bijbehorende scorefunctie yo(t) = ®—1(t):

0 <t <1, en dat de toets van Wilcoxon asymptotisch uniform meest
onderscheidend is voor het toetsen van {HON} tegen rijen logistieke

1(t) =2t - 1.
We passen stelling 3.18 toe. Nu geldt f; Yo(t)dt = f; Y1(t)dt = 0.

aan de Noether-voorwaarde is voldaasn en in het twee-steekproeven pro-

verschuivingsalternatieven met bijbehorende scorefunctie y

‘bleem geldt oy = 1. Bovendien

Sovo(8)y, (t)at )

1 1
0 0

o

02— =

- 12 m?
(I&O&)&f

Yf(t)dt)% Y (®—1(t))2dtfg(2t-1)2dt)%

zodat de gevraagde asymptotische relatieve doeltreffendheid gelijk is
aan 02 = p?pg, hetgeen in geval a) oplevert m/3 en in geval b) 3/m.

Zoals in opgave 3.8. behoeven we slechts Po te berekenen, voor de
scorefuncties y1(t) =2t -1, 0 <t < 1 (optimaal tegen logistieke
verschuivingslaternatieven) en Yz(t) = sgn(2t-1), 0 < t < 1 (optimaal
tegen dubbel-exponentiéle verschuivingsalternatieven).

Nu geldt

Fory (b, () ri(2t=-1)sen(2t-1)at

Yo 1/2
Pr = T 1
2 (fgy?(t)dxf;yg(t)dt)% (fg(2t—1)2dtfésgn2(2t—1)dt); (1/3)

Ni=
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De ARE van de toets van Wilcoxon t.o.v. de mediaantoets in het twee-
steekproevenprobleem, voor het toetsen van {HON} tegen rijen dubbel-
exponenti&le verschuivingsalternatieven welke voldoen aan (3.43) en

(3.44) voor zekere n > 0, 0 < a < 1, is dus gelijk aan 92 = p?pg = %-.

3.10. a) Volgens het gegeven geldt voor iedere deelrij N(N) met
~ 1
(§v(N)/N)2 > ¢ > Q, als N » =, dat voor alle n > O,

. N .
lim f Y.~dP =1-90(g, -ns.), 1= 1,2.
Foo iN TN(n) =0 i

~ 1
Kies nu n' = n(N(N)/N)®, dan geldt Tﬁ(n') = TN(n)

. N .
1lim f Y. ~dP =1-0(g, -cnd.), i = 1,2.
Koo iN TN(n) 1-a i
b) Als
lim |y, @PY =1 - 0(5,_ -ns;)
1N TN(n) 1-a 179

N>

kies dan een rij natuurlijke getallen (N(N)} zodenig dat

limN N(N)/N = (61/62)2. Nu geldt volgens a) inderdaad dat
lim | ¢, dPﬁ(N) =1-0(g, -(8/8.)n8,=1-0(E, -8.n) =
2N(N) ™ 1y (n) 1-a” %17 %272 1=a” 1
Noo N
. N
= lim f Py, dP .
e N TN(n)

De laatste relatie in de opgave is een ommiddellijk gevolg van de
definitie van asymptotische relatieve doeltreffendheid (zie hoofd-

stuk 2, pag. 54).
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SYMBOLEN

De naast de symbolen vermelde cijfers verwijzen naar de pagina waarop het

betreffende symbool is ingevoerd.

cy(8)

Cco(8)

N(uaoe)

2
N(u,vs 02,1°,0)

t

Vanr
L(X)
Bi(W,p)

—>
v

wl

ol ool

o

o-algebra van Borelverzamelingen van IR : L.
o-algebra van Borelverzamelingen van 1¥§(k>1):h.
klasse van re€elwaardige continue begrensde functies
op S:k.
klasse van reéelwaardige functies of S met compacte
drager : L.
normale verdeling met verwachting u en variantie
20):5.
2—diménsiénale normale verdeling met verwachtingen

Y en v, varianties 02 en 12 en correlatiecoefficient
p:5.

verwachting : 33.

variantie : 33.

(defectieve) kansverdeling van X : 5.

binomiale verdeling met parameters N en p : 1L41.
vage convergentie : 5.

zwakke convergentie : T, 10.

convergentie in verdeling : 10.

convergentie in waarschijnlijkheid (bi] kansmaten{PN})

naburig : 2, 12.

eenzijdig naburig : 12.

11
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I p-q I - variatie-afstand van P en Q : 1L.

8(P,Q) - Hellinger-afstand van P en Q : 15.

IN ' - 17,

JN - 7.

LN ~ aannemelijkheidsquotient : 2, 17.

AN - logarithme van een aannemelijkheidsquotient : 18.

P"N’Pn’Q’QN’Qn - kansmaten : 1, 12, 58

P;’PS’PT’P;(n,N)’Pe(n,N)’PT(n,N) - kansmaten geindiceerd met parameter

32, 33.

Py o9y - dichtheden van PN’ QN t.0.v. o-eindige maat : 13.

ge(N,n)’%%N,n) - dichtheden van Pe(n,N)’ Pr(n,N) t.0.v. o-eindige
maat : 33.

¢N* - meest onderscheidende toets : 2.

T,T,0 - parameters : 32.

T - parameterruimte : 32.

95 - Fisher-informatie : L5.

ARE - asymptotische relatieve doeltreffendheid : 5k.

X(1) = (XE}?.,X(N)) - geordende steekproef bij XyseeesX 2 59,

Rn = rn(X1,...,XN) - rangnummer van Xn in de Tij X se.eoXp ¢ 59.

R = (R1,...,R - Vvector van rangnummers : 59.

N

FC - : klasse van alle continue verdelingsfuncties op R : 63.

FS — : klasse van alle verdelingsfuncties op R , symmetrisch
om 0 : 63.

HyHoy - hypothese van isomorie : 63, 86.

H. ,H - hypothese van symmetrie : 64, 109.

1°71N

HysHop hypothese van onafhankelijkheid : 64, 109.
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(uN; 8(N),t(N)) - (eindig) toetsingsprobleem Pe(N) tegen PT(N) te
toetsen met onbetrouwbaarheidsdrempel oy 33.

(a,H;K) - (eindig) toetsingsprobleem PNeH tegen PNeK te toetsen
met onbetrouwﬂaarheidsdrempel a : 67.

o 40 - (asymptotische) onbetrouwbaarheidsdrempel : 67

N

(a3;{6(N)},{t(N)}) - asymptotisch toetsingsprobleem om, voor iedere N,

P tegen PT( ) te toetsen met asymptotische onbe-

o(N) N

trouwbaarheidsdrempel o : 33.
(a;{HN},{KN}) - asymptotisch toetsingsprobleem om, voor iedere N,
PNeHN tegen PNeKN te toetsen met asymptotische onbe-

trouwbaarheidsdrempel o : 85.

z,A - lokatie parameter : T5, T7.

o - schaal parameter : 76

Kc,A - enkelvoudig regressie alternatief : 69.
Kc - regressie alternatief : 69.

Kc(e) - : T70.

CqsvesChs CpyseeesCpy = regressieconstanten : 69, 86.

Y - score functie : T1.

aN(n,y), n=1,...,N exacte scores behorende bij functie y : T1.

YO - 71,

+

Yo - 81,

c’d’cN’dN - 86, 101#, 105.
- : 90.
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INDEX

aannemelijkheidsquotient - 17.

logarithme van - 18.

alternatieven
verschuivings - 77, 78, 79, 80, 82, 96, 98, 109.
LEHMANN - 81, 84, 99, 110.
regressie - 69, 86, 91, 105.

asymptotisch(e)

- meest onderscheidende rij toetsen 3k.
- onbetrouwbaarheid 33, 34, 85.

- onderscheidingsvermogen 34.

- relatieve doeltreffendheid 32, 54, 55.
- toetsingsprobleem 33, 85.

- uniform meest onderscheidende rij toetsen 86, 99.

consistente rij toetsen 3h.
contiguous : zie naburig
convergentie:
- in waarschijnlijkheid 11.
- in verdeling 10.
- vage - 5, 6.
zwakke - van (defectieve) kansmaten T, 8.
zwakke - van (defectieve) verdelingsfuncties 10.
CRAMﬁR - WOLD : lemma van - 10.

defectieve kansmaat (verdelingsfunctie) k.
eindig toetsingsprobleem 33, 6T.

FISHER - informatie 45, 91, 98.
FISHER-YATES - toets van 78.

GAUSS - toets van 129.
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HELLINGER - afstand 15.
hypothese:
- Hy (isometrie) 63, 64, T2, TT7, 95, 99, 103, 105.
- H, (symmetrie) 6L, 81, 109.
- H, (onafhankelijkheid) 65, 66, 84, 110.

LECAM:

eerste lemma van - 22.

tweede lemma van - LO.

derde lemma van - 28.
LEHMANN - qlternatieven 81, 84, 99, 110.
lokaal meest onderscheidende rang toets - 69.
lokatieparameter - T5.

naburig (contiguous) 12.

eenzijdig - 12.

natuurlijk onbetrouwbaarheidsdrempel, T5.
NEYMAN-PEARSON: lemma van - 2.

NOETHER: - voorwaarde 105.

normale scores T8.

nulhypothese 36.
onbetrouwwbaarheid: asymptotische - . 34,
onbetrouwbaarheidsdrempel : asymptotische - 33, 85.

onderscheidingsvermogen: asymptotisch - 3k.

parameter 32.

probleem:
twee steekproeven - TT, 95, 99, 103, 1L6.
symmetrie - 81, 109, 1L46.
regressie - 84, 110.

k-steekproeven (tegen trend) - T2, 105, 145.

rangrummer 59
rangtoets
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voor HO (isometrie) 6k4.
voor H, (symmetrie) 6k.
voor H, (onafhankelijkheid) 6k.
regressie alternatief 69, 86, 91, 105.
regressie constanten 69, 10L.
relatief compact 9.
relatieve doeltreffendheid: asymptotische - 32, 54, 55

Scores

exacte - T1.

benaderde - T1, 102.
scorefunctie — T1.
steekproef — 60.

aselecte - 60.

geordende - 60.

tight: zie uniform beperkt
toets(en):
asymptotische meest onderscheidende rij - 3bL.
asymptotiséhe uniform meest onderscheidende rij - 86, 99.
consistente rij - 3k.
meest onderscheidende - 3k.
meest onderscheidende rang - 67.
- van FISHER-YATES 78, 98, 1L6.
- van GAUSS 129.
- twee steekproeven t - 131.
- van SPEARMAN 84, 110.
- van VAN DER WAERDEN, 79, 103.
- van WILCOXON 79, 98, 99, 1hl, 1k6.
- 1L6.
teken - 83, 131, 146.
toetsingsprobleem
eindig - 33, 67.
asymptotisch - 33, 85.
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uniform beperkt (Engels: tight) 9.

vage- convergentie 5.
vartatie-afstand 1k.

verdeling: convergentie in - 10.

binomiale - 1b1.

Cauchy - 130, 1kk.

dubbel exponentiele - 83, 141, 145, 146
homogene - 8r7.

logistieke - 79, 83.

normale - 25, 79, 98, 103, 1Lk, 1L46.
Poisson - 24,

standaard normale - 1kk,

standaard logistieke - 79, 1kkL,

verdelingsvrij: 67.

verschuivingsalternatieven T7, 146.

Waarschijnlijkheid: convergentie in - 11.
VAN DER WAERDEN, toets van - 79, 103.
WILCOXON: symmetrie toets van - 83, 1kl, 146.

twee-steekproeven toets van - 79, 98, 99.

Zwakke convergentie 10.
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